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Çàäà÷à

Íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà

J [y] =

∫ 1

0

(
1

2
y′

2
+ yy′ + y′ + y)dx.

Ðåøåíèå: ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

F =
1

2
y′

2
+ yy′ + y′ + y.

Ïîñêîëüêó F ′′
y′y′ 6= 0, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Ââåäåì ôóíêöèþ p:

p = F ′
y′ = y′ + y + 1.

Íàõîäèì îòñþäà, ÷òî
y′ = p− y − 1.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà

−H = F − y′F ′
y′ =

1

2
(p− y − 1)2 + (y + 1)(p− y − 1) + y − (p− y − 1)p = −1

2
(p− y − 1)2 + y.

Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ïðèíèìàåò âèä

∂Θ

∂x
= −1

2

(
∂Θ

∂y
− y − 1

)2

+ y.

Ïðèìåíÿåì ìåòîä äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Ãàìèëüòîíà-ßêîáè:

∂Θ

∂x
= −1

2

(
∂Θ

∂y
− y − 1

)2

+ y = −C.

Òîãäà
∂Θ

∂x
= −C, ∂Θ

∂y
= ±

√
2(C + y) + y + 1.

Èíòåãðàë îò ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà ïðèâîäèò íàñ ê âûðàæåíèþ

Θ = −
∫
Cdx+

∫ (
±
√

2(C + y) + y + 1
)
dy.

Â ñâîþ î÷åðåäü, òåîðåìà ßêîáè ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

∂Θ

∂C
= −

∫
dx±

∫
dy√

2(C + y)
= γ.

Áåðåì èíòåãðàë è ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

−x±
√

2(C + y) = γ.
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Âûðàæàÿ y èç ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ýêñòðåìàëè:

y =
1

2
(x+ γ)2 − C. (1)

Îòìåòèì, ÷òî íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè ýêñòðåìàëè íàõîäÿòñÿ íà ïðÿìûõ x = 0 è x = 1. Ýòî óòâåðæäåíèå
ïðèâîäèò íàñ ê óñëîâèÿì òðàíñâåðñàëüíîñòè:

F ′
y′ |

x=0
= F ′

y′ |
x=1

= 0. (2)

Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1)

F ′
y′ = y′ + y + 1 = γ + x+

1

2
(γ + x)2 − C + 1.

Óñëîâèÿ (2) ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé{
γ + 1

2γ
2 + 1− C = 0,

γ + 1 + 1
2 (γ + 1)2 + 1− C = 0.

(3)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3) èìååò âèä

C =
5

8
, γ = −3

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ýêñòðåìàëè. Èç óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî

y =
1

2
(x2 − 3x+ 1). (4)

Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà íà ýêñòðåìàëè ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè ÿâíîãî âèäà ýêñòðåìàëè (4) â èñõîäíûé
ôóíêöèîíàë è ðàâíî

J [y] =

∫ 1

0

dx(
1

2
y′

2
+ yy′ + y′ + y) = −13

24
.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü âèä ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðèìåíèòü ïðèçíàê Ëåæàíäðà. Ïîñêîëüêó

F ′′
y′y′ = 1 > 0

ïðè ëþáîì çíà÷åíèè òðåòüåãî àðãóìåíòà âñþäó â îêðåñòíîñòè ýêñòðåìàëè, ìû ïîëó÷èëè ýêñòðåìóì ìèíèìóì.
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