
Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. Ñåìèíàð 15 àïðåëÿ.

15 àïðåëÿ 2020 ã.

1 Çàäà÷à 166 (Êðàñíîâ).

Íàéòè ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà

J [y] =

∫ 1

0

y′2(x)dx, y(0) = 1, y(1) = 6 (1)

ïðè óñëîâèè

J1[y] =

∫ 1

0

y(x)dx = 3. (2)

Ðåøåíèå.

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷åé, ïîñêîëüêó óñëîâèå ñâÿçè (2) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì.
Ñîñòàâèì ðàñøèðåííóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

H = F + λG = y′
2
+ λy. (3)

Ïîñêîëüêó ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ â èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, ðàñøèðåííàÿ
ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå çàâèñèò îò x. Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

H − y′Hy′ = C. (4)

Ïîäñòàâëÿÿ H èç (3) â óðàâíåíèå (4), ïîëó÷èì

λy − y′2 = C, (5)

èëè æå

y′ = ±
√
λy − C.

Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, ìû ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ ýêñòðåìàëè

λy − C =
λ2

4
(x+ C2)

2, (6)

y(x) = C3 + µ(x+ C2)
2. (7)

Îñòàåòñÿ çàôèêñèðîâàòü òðè ïàðàìåòðà: C2, C3 è µ. Ýòî ñëåäóåò ñäåëàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü äâóìÿ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè è óñëîâèåì ñâÿçè:

y(0) = 1 ⇒ C3 + µC2
2 = 1,

y(1) = 6 ⇒ C3 + µ(1 + C2)
2 = 6,∫ 1

0
y(x)dx = 3 ⇒ C3 +

µ
3 + µC2 + µC2

2 = 3.

Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ óñëîâèé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû

µ = 3, C2 =
1

3
, C3 =

2

3
.

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ êîíñòàíò â ïðåäñòàâëåíèå (7) ïðèâîäèò ê îêîí÷àòåëüíîìó îòâåòó

y(x) = 3x2 + 2x+ 1.
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2 Çàäà÷à 171 (Êðàñíîâ).

Íàéòè ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè êðóãëîãî öèëèíäðà.

Ðåøåíèå.

Íà ïîâåðõíîñòè öèëèíðà åñòåñòâåííî ââåñòè ïàðó êîîðäèíàò: (ϕ, z). Çäåñü ϕ � óãîë ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî
îñè öèëèíäðà, z � ñäâèã âäîëü îñè öèëèíäðà.

Òîãäà, ïîëüçóÿñü îáîçíà÷åíèåì R äëÿ ðàäèóñà öèëèíäðà, ïîëó÷èì, ÷òî êâàäðàò ýëåìåíòàðíîãî ïåðåìåùåíèÿ
âäîëü ãëàäêîé êðèâîé, ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, ds2 èìååò âèä:

ds2 = (Rdϕ)2 + dz2. (8)

Îòñþäà

ds = dϕ
√
R2 + z′2ϕ. (9)

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

S =

∫ ϕ1

ϕ0

dϕ
√
R2 + z′2ϕ. (10)

Çäåñü òî÷êè A(ϕ0, z0) è B(ϕ1, z1) � íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè ãåîäåçè÷åñêîé íà öèëèíäðå.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä

F (ϕ, z(ϕ), z′(ϕ)) =
√
R2 + z′2ϕ.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå çàâèñèò îò z(ϕ), ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà

∂F

∂z′ϕ
= C ⇒

z′ϕ√
R2 + z′2ϕ

= C̃.

Îòñþäà âûðàæåíèå äëÿ z′ϕ ïðèíèìàåò âèä
z′ϕ = C1. (11)

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (11), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

z(ϕ) = C1ϕ+ C2. (12)

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé z(ϕ0) = z0, z(ϕ1) = z1 íàõîäèì çíà÷åíèå ïîñòîÿííûõ C1 è C2.

3 Çàäà÷à 115 (ìåòîäè÷êà).

Íàéòè ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè êîíóñà x2 + y2 = z2 tan2 α, ãäå 0 < α < π
2 .

Ðåøåíèå.

Ââåäåì ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïî ôîðìóëàì x = ρ sin θ cosϕ
y = ρ sin θ sinϕ
z = ρ cos θ

Óðàâíåíèå êîíóñà â íîâûõ êîîðäèíàòàõ
θ = α.

Äèôôåðåíöèàë äóãè â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

ds =
√
dx2 + dy2 + dz2. (13)

Ïðè ýòîì
dx = sin θ cosϕdρ+ ρ cos θ cosϕdθ − ρ sin θ sinϕdϕ,

dy = sin θ sinϕdρ+ ρ cos θ sinϕdθ + ρ sin θ cosϕdϕ,

dz = cos θdρ− ρ sin θdθ.
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Ñóììà êâàäðàòîâ äèôôåðåíöèàëîâ ðàâíà

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = dρ2 + ρ2dθ2 + ρ2 sin2 θdϕ2.

Âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (13), ïîëó÷àåì äëÿ äèôôåðåíöèàëà äóãè âûðàæåíèå

ds =

√
dρ2 + ρ2dθ2 + ρ2 sin2 θdϕ2 =

√
ρ′2ϕ + ρ2θ′2ϕ + ρ2 sin2 θdϕ. (14)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ êðèâîé, ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè θ = α è äàþùåé ìèíèìóì
ôóíêöèîíàëó

J [ρ, θ] =

∫ ϕ1

ϕ0

√
ρ′2ϕ + ρ2θ′2ϕ + ρ2 sin2 θdϕ (15)

ïðè íàëè÷èè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

ρ(ϕ0) = ρ0, θ(ϕ0) = θ0, ρ(ϕ1) = ρ1, θ(ϕ1) = θ1.

Ïîñêîëüêó íà êîíóñå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå θ = α, âûðàæåíèå (15) ñèëüíî óïðîùàåòñÿ

J [ρ] =

∫ ϕ1

ϕ0

√
ρ′2ϕ + ρ2 sin2 αdϕ (16)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà F =
√
ρ′2ϕ + ρ2 sin2 α íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé ϕ, âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì èíòå-

ãðàëîì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

F − ρ′ϕFρ′ϕ = C.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî √
ρ′2ϕ + ρ2 sin2 α− ρ′ϕ

ρ′ϕ√
ρ′2ϕ + ρ2 sin2 α

= C.

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

ρ2 sin2 α√
ρ′2ϕ + ρ2 sin2 α

= C. (17)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå, ââîäÿ ïàðàìåòð t:

ρ′ϕ = ρ sinα tan t. (18)

Òàêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ (17) ïðèâîäèò ê ñâÿçè

ρ2 sin2 α

ρ sinα
√
tan2 t+ 1

= C ⇒ ρ sinα cos t = C.

Òàêèì îáðàçîì,

ρ =
C

sinα cos t(ϕ)
(19)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïî ϕ:

ρ′ϕ = ρ sinα tan t =
C sin t

sinα cos2 t
t′ϕ.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííîå óðàíåíèå âûðàæåíèå (19), ïîëó÷àåì

dt

dϕ
= sinα ⇒ t = ϕ sinα+ C1.

Âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (19), ïîëó÷èì

ρ(ϕ) =
C

sinα cos t
=

C

sinα cos(ϕ sinα+ C1)
. (20)

Ïîñòîÿííûå C, C1 äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
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4 Çàäà÷à 116 (ìåòîäè÷êà).

Íà êîíóñå x2 + y2 = z2 íàéòè êðèâóþ, èìåþùóþ íàèìåíüøèé ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè OZ.

Ðåøåíèå.

Êâàäðàò äèôôåðåíöèàëà äóãè êðèâîé âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ds2 = dx2 + dy2 + dz2.

Ââåäåì íà ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ

x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = r.

Ñ ó÷åòîì ýòîé ïàðàìåòðèçàöèè çàïèøåì ds2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dx = cosϕdr − r sinϕdϕ,

dy = sinϕdr + r cosϕdϕ,

dz = dr.

Òoãäà

ds =
√
2dr2 + r2dϕ2 =

√
2r′2ϕ + r2dϕ.

Ïîñêîëüêó ìîìåíò èíåðöèè ýëåìåíòàðíîé ÷àñòè äóãè êðèâîé îòíîñèòåëüíî îñè OZ èìååò âèä

dIz = dsr2,

î÷åâèäíî, ÷òî ïîëíûé ìîìåíò äóãè êðèâîé ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

J [r] =

∫ ϕ1

ϕ0

dϕr2
√
2r′2ϕ + r2. (21)

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû èùåì ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà
(21) ïðè óñëîâèè ïðîõîæäåíèÿ êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè êîíóñà ÷åðåç êðàåâûå òî÷êè A(ϕ0, r0) è B(ϕ1, r1).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà F = r2
√
2r′2ϕ + r2 íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ ϕ, âîñïîëüçóåìñÿ

ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà
F − r′ϕFr′ϕ = C.

Èíà÷å ãîâîðÿ,

r2
√
2r′2ϕ + r2 − r′ϕr2

2r′ϕ√
2r′2ϕ + r2

= C,

r4√
2r′2ϕ + r2

= C. (22)

Ââåäåì ïàðàìåòðèçàöèþ ïðîèçâîäíîé r′ϕ â óðàâíåíèè (22) ñëåäóþùèì îáðàçîì

r′ϕ =
1√
2
r tan t, (23)

ãäå ïàðàìåòð t ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé ϕ. Ýòî ïîçâîëÿò ïåðåïèñàòü (22) êàê

r3 cos t = C, ⇒ r =
C1

cos1/3 t
. (24)

Ìû ìîæåì òåïåðü äèôôåðåíöèðîâàòü ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (24) ïî ïåðåìåííîé ϕ:

r′ϕ =
1√
2
r tan t =

C1 sin t

3 cos4/3 t
t′ϕ. (25)

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü çäåñü ïàðàìåòðèçàöèåé (23).
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Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (24) â óðàâíåíèå (25), ïîëó÷àåì

dt =
3√
2
dϕ ⇒ t =

3√
2
ϕ+ C2.

Âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (24), çàïèøåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò

r(ϕ) =
C1

cos1/3
(

3√
2
ϕ+ C2

) .
Ïîñòîÿííûå C1 è C2 äîëæíû áûòü ôèêñèðîâàíû ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

r(ϕ0) = r0, r(ϕ1) = r1.
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