
Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. Ñåìèíàð 8 àïðåëÿ.

8 àïðåëÿ 2020 ã.

1 Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. Êðàòíûå èíòåãðàëû è çàâèñèìîñòü îò

ôóíêöèè Ëàãðàíæà îò ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.

1.1 Çàäà÷à 107 (çàäà÷íèê Êðàñíîâà)

Íàéòè ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà

J [y, z] =

∫ π/2

0

(y′
2

+ z′
2 − 2yz)dx, (1)

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

y(0) = 0, y(π/2) = 1, z(0) = 0, z(π/2) = 1. (2)

Ðåøåíèå.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà â äàííîé çàäà÷å çàâèñèò îò ïàðû ôóíêöèé y è z:

F = y′
2

+ z′
2 − 2yz. (3)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ýéëåðà { ∂F
∂y −

d
dx

∂F
∂y′ = 0,

∂F
∂z −

d
dx

∂F
∂z′ = 0.

(4)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà (3) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (4), ïîëó÷àåì{
−2y − 2z′′ = 0,
−2z − 2y′′ = 0.

(5)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì äâàæäû ïåðâîå èç óðàâíåíèé (5):

zIV + y′′ = 0

è âîñïîëüçåìñÿ âòîðûì óðàâíåíèåì â (5): y′′ = −z. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè z(x).

zIV − z = 0. (6)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ρ4 − 1 = 0, îòâå÷àþùåå óðàâíåíèþ (6), èìååò ÷åòûðå êîðíÿ

ρ1,2 = ±1, ρ3,4 = ±i.

Çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) â âèäå

z(x) = C1 cos(x) + C2 sin(x) + C3 cosh(x) + C4 sinh(x). (7)

Ïåðâîå èç óðàâíåíèé (5) y = −z′′ ïîçâîëÿåò íàéòè ôóíêöèþ y(x):

y(x) = C1 cos(x) + C2 sin(x)− C3 cosh(x)− C4 sinh(x). (8)

Âîñïîëüçóåìñÿ íàáîðîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2). Èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óñëîâèÿ ñëåäóåò:

y(0) = 0 ⇒ C1 − C3 = 0,

z(0) = 0 ⇒ C1 + C3 = 0.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî C1 = C3 = 0. Âòîðîå è ÷åòâåðòîå èç óñëîâèé (2) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

y(π/2) = 1 ⇒ C2 − C4 sinh
π

2
= 1,

z(π/2) = 1 ⇒ C2 + C4 sinh
π

2
= 1.

Îêîí÷àòåëüíî: C4 = 0, C2 = 1.

Âîçâðàùàÿñü ê ïðåäñòàâëåíèÿì (7)-(8), ïîëó÷àåì

y(x) = sin(x), z(x) = sin(x). (9)

Ýêñòðåìàëè ïîëó÷åíû.

1.2 Çàäà÷à 108 (çàäà÷íèê Êðàñíîâà)

Íàéòè ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà

J [y, z] =

∫ 1

0

(y′
2

+ z′
2

+ 2y)dx, (10)

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

y(0) = 1, y(1) =
3

2
, z(0) = 0, z(1) = 1. (11)

Ðåøåíèå.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà â äàííîé çàäà÷å çàâèñèò îò ïàðû ôóíêöèé y è z:

F = y′
2

+ z′
2

+ 2y. (12)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ýéëåðà { ∂F
∂y −

d
dx

∂F
∂y′ = 0,

∂F
∂z −

d
dx

∂F
∂z′ = 0.

(13)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà (12) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (13), ïîëó÷àåì{
y′′ = 1,
z′′ = 0.

(14)

Äâàæäû èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, íàéäåì:

z(x) = C1x+ C2, y(x) =
1

2
x2 + C3x+ C4. (15)

Âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (11)

y(0) = 1 ⇒ C4 = 1,

y(1) =
3

2
, ⇒ C3 = 0,

z(0) = 0 ⇒ C2 = 0,

Z(1) = 1 ⇒ C1 = 1.

Âîçâðàùàÿñü ê ïðåäñòàâëåíèÿì (15), ïîëó÷èì

y(x) =
1

2
x2 + 1, z(x) = x.

Ýêñòðåìàëè ïîëó÷åíû.
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1.3 Çàäà÷à 110 (çàäà÷íèê Êðàñíîâà)

Íàïèñàòü óðàâíåíèå Ýéëåðà-Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ ôóíêöèîíàëà

J [z(x, y)] =

∫ ∫
D

[(
∂z

∂x

)4

+

(
∂z

∂y

)4

+ 12zf(x, y)

]
dxdy. (16)

Ðåøåíèå.

Â íàøåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

F =

(
∂z

∂x

)4

+

(
∂z

∂y

)4

+ 12zf(x, y) (17)

çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ x, y (íåêîòîðàÿ èçâåñòíàÿ çàâèñèìîñòü f(x, y)), îò ôóíêöèè z(x, y) è îò ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ôóíêöèè z ïåðâîãî ïîðÿäêà ∂z

∂x ,
∂z
∂y .

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ýéëåðà-Îñòðîãðàäñêîãî èìååò âèä:

∂F

∂z
− ∂

∂x

∂F

∂z′x
− ∂

∂y

∂F

∂z′y
= 0. (18)

Ïîäñòàâèì ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà (17) â óðàâíåíèå (18)

12f(x, y)− ∂

∂x
4

(
∂z

∂x

)3

− ∂

∂y
4

(
∂z

∂y

)3

= 0. (19)

Óïðîùàÿ âûðàæåíèå (19), ïîëó÷èì (
∂z

∂x

)2

z
′′

xx +

(
∂z

∂y

)2

z
′′

yy = f(x, y).

Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Îñòðîãðàäñêîãî ïîëó÷åíî.

1.4 Çàäà÷à 111 (çàäà÷íèê Êðàñíîâà)

Íàïèñàòü óðàâíåíèå Ýéëåðà-Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ ôóíêöèîíàëà

J [z(x, y)] =

∫ ∫
D

(
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2

)2

dxdy. (20)

Ðåøåíèå.

Â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà F =
(
∂2z
∂x2 + ∂2z

∂y2

)2
çàâèñèò îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà

ôóíêöèè z(x, y), à èìåííî îò ∂2z
∂x2 ,

∂2z
∂y2 .

Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Îñòðîãðàäñêîãî â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

∂F

∂z
− ∂

∂x

∂F

∂z′x
− ∂

∂y

∂F

∂z′y
+

∂2

∂x2
∂F

∂z′′
xx

+
∂2

∂y2
∂F

∂z′′
yy

+ 2
∂2

∂x∂y

∂F

∂z′′
xy

= 0. (21)

Îòìåòèì, ÷òî òîëüêî ÷åòâåðòîå è ïÿòîå ñëàãàåìûå â óðàâíåíèè (21) îòëè÷íû îò íóëÿ. Âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå
îáðàùàþòñÿ â íîëü, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå ñîäåðæèò ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò ôóíêöèè z(x, y), îò ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè z(x, y) ïåðâîãî ïîðÿäêà, à òàêæå îò ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè z(x, y) âòîðîãî
ïîðÿäêà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (21) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî ôóíêöèè Ëàãðàíæà â
ñëåäóþùåì âèäå

∂2

∂x2
2

(
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2

)
+

∂2

∂y2
2

(
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2

)
= 0. (22)

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå

∆ ≡ ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
,
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ìîæåì ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (22) â ñëåäóþùåì âèäå:

∆∆z = 0.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Îñòðîãðàäñêîãî ïîëó÷åíî.

1.5 Çàäà÷à 113 (çàäà÷íèê Êðàñíîâà)

Âûâåñòè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ðåøåíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè σ â R3, çàäàííîé íàä äâóìåðíîé îãðàíè÷åííîé îäíî-
ñâÿçíîé îáëàñòüþ D â ïëîñêîñòè (X,Y ), îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì z = z(x, y). Ïóñòü òàêæå èçâåñòíî óðàâíåíèå
ïðîñòîãî êîíòóðà Γ, êîòîðûé îäíîçíà÷íî ïðîåöèðóåòñÿ íà ãðàíèöó îáëàñòèD. Ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü σ îïèðàåòñÿ
íà ïðîñòðàíñòâåííûé êîíòóð Γ.

Ìû çíàåì (çèìíèé ñåìåñòð), ÷òî ïëîùàäü S ïîâåðõíîñòè σ âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

S =

∫ ∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy. (23)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä
z |
∂D

= f. (24)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ýêñòðåìóìà ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (23). Ïðè ýòîì ýêñòðåìàëü
z(x, y) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (24).

Â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà F =

√
1 +

(
∂z
∂x

)2
+
(
∂z
∂y

)2
çàâèñèò ëèøü îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíê-

öèè z(x, y) ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íóæíî îáðàòèòüñÿ ê óðàâíåíèþ Ýéëåðà-Îñòðîãðàäñêîãî

∂F

∂z
− ∂

∂x

∂F

∂z′x
− ∂

∂y

∂F

∂z′y
= 0. (25)

Ïîäñòàíîâêà ôóíêöèè Ëàãðàíæà â óðàâíåíèå (25) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

∂

∂x

 ∂z
∂x√

1 +
(
∂z
∂x

)2
+
(
∂z
∂y

)2
+

∂

∂y

 ∂z
∂y√

1 +
(
∂z
∂x

)2
+
(
∂z
∂y

)2
 = 0.

Ïîëó÷åííîå óðâíåíèå è âåäåò ê óðàâíåíèþ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè.
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