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1 Ðàçðûâíûå çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë J ïðîñòåéøåé çàäà÷è

J =

∫ x1

x0

F (x, y, y′)dx.

Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ñðåäè ëèíèé êëàññà C1, ñîåäèíÿþùèõ äâå äàííûå òî÷êè A(x0, y0) è B(x1, y1) íå ñóùåñòâóåò
ëèíèè, ðåàëèçóþùåé ýêñòðåìóì J .

Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî ïîñìîòðåòü, íå áóäåò ëè èñêîìûé ýêñòðåìóì äîñòèãàòüñÿ íà ëèíèÿõ áîëåå îáùåãî
êëàññà. Çà òàêîé êëàññ ìû ïðèìåì ñîâîêóïíîñòü êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ y = y(x), òî åñòü êðèâûõ, ïðèíàäëå-
æàùèõ êëàññó D1 (êóñî÷íî-ãëàäêèå ôóíêöèè).

1.1 Ïðèìåð 1.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

J [y] =

∫ 1

−1
dxy2(1− y′)2.

Ýòîò ôóíêöèîíàë îïðåäåëåí äëÿ âñåõ êðèâûõ èç C1, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè A(−1, 0) è B(1, 1). Äëÿ ëþáîé òàêîé
êðèâîé, î÷åâèäíî, J [y] > 0. Åñëè òåïåðü âçÿòü ëîìàíóþ y = y(x), îïåðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì

y(x) =

{
0, −1 ≤ x ≤ 0
x, 0 ≤ x ≤ 1,

òî äëÿ íåå èíòåãðàë èìååò ñìûñë è ðàâåí íóëþ. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ýòó ëîìàíóþ çàêðóãëèòü â òî÷êå O(0, 0), òî
ïîëó÷èòñÿ êðèâàÿ êëàññà C1, çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà J äëÿ êîòîðîé ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê íóëþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, íèæíÿÿ ãðàíèöà çíà÷åíèé J [y] ðàâíà íóëþ è íà êðèâûõ êëàññà C1 íå äîñòèãàåòñÿ. Åñëè æå îò
êëàññà C1 ïåðåéòè ê êëàññó D1, òî ýòà íèæíÿÿ ãðàíèöà äîñòèãàåòñÿ, è ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ïîëó÷àåò ðåøåíèå.

1.2 Ðàçðûâíûå (â ñìûñëå íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè) ýêñòðåìàëè.

Âíîâü âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ôóíêöèîíàëà J ïðîñòåéøåé çàäà÷è

J =

∫ x1

x0

F (x, y, y′)dx

ïðè òîì, ÷òî íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òîêè ýêñòðåìàëè A(x0, y0) è B(x1, y1) çàêðåïëåíû. Ïóñòü èçâåñòíî òàêæå,
÷òî íåêîòîðàÿ òî÷êà ýêñòðåìàëè C(x̃, ỹ), (x0 < x̃ < x1) ïðèíàäëåæèò êðèâîé y = f(x), ðàçäåëÿþùåé îáëàñòè
D1 è D2, ñîäåðæàùèå òî÷êè A è B ñîîòâåòñòâåííî.

Âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì äëÿ âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà, ïîëó÷åííûì ïðè âûâîäå óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíî-
ñòè:

δJ = δJ1 + δJ2 =

∫ x̃

x0

(
F
′

y −
d

dx
F
′

y′

)
δydx+

∫ x1

x̃

(
F
′

y −
d

dx
F
′

y′

)
δydx+ (1)

+
((
F − y′F

′

y′

)
δx+ F

′

y′δy
)
|(x̃−,ỹ−) −

((
F − y′F

′

y′

)
δx+ F

′

y′δy
)
|(x̃+,ỹ+).

Ïðè ýòîì òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x̃−, ỹ−) è (x̃+, ỹ+) ëåæàò íà ýêñòðåìàëè è ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè
ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè ýêñòðåìàëè (x̃, ỹ).

Óñëîâèå îáðàùåíèÿ â íîëü ïåðâîé âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà âëå÷åò çà ñîáîé âûïîëíåíèå ñèñòåìû óñëîâèé

F (x̃, ỹ, ỹ′
−

)− ỹ′−F
′

y′(x̃, ỹ, ỹ
′−) = F (x̃, ỹ, ỹ′

+
)− ỹ′+F

′

y′(x̃, ỹ, ỹ
′+), (2)
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F
′

y′(x̃, ỹ, ỹ
′−) = F

′

y′(x̃, ỹ, ỹ
′+). (3)

Óñëîâèÿ (2)-(3) íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè Âåéåðøòðàññà-Ýðäìàííà.
Îòìåòèì, ÷òî â òåðìèíàõ ââàäåííîé ðàíåå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà H è ôóíêöèè ìîìåíòà p óñëîâèÿ (2)-(3)

ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé y′ íà ýêñòðåìàëè:

H(x̃, ỹ, ỹ′
−

) = H(x̃, ỹ, ỹ′
+

), (4)

p(x̃, ỹ, ỹ′
−

) = p(x̃, ỹ, ỹ′
+

). (5)

1.3 Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ñâåòà ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ ñðåä.

Ïóñòü êðèâàÿ y = f(x) ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ðàçäåëà äâóõ ñðåä D1 è D2. Ïóñòü ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò ñëåäó-
þùèé âèä

F (x, y, y′) =

{
n1
√

1 + y′2, y(x) < f(x)

n2
√

1 + y′2, y(x) > f(x).

Çäåñü êîýôôèöèåíòû n1 è n2 ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè ñðåä. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå
çàâèñèò îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x. Ñëåäîâàòåëüíî,

F − y′F
′

y′ =


n1√
1+y′2

= C1, y < f(x)

n2√
1+y′2

= C2, y > f(x).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòè ýêñòðåìàëè â êàæäîé èç îáëàñòåé ÿâëÿþòñÿ îòðåçêàìè ïðÿìûõ{
y = a1x+ b1, y(x) < f(x)
y = a2x+ b2, y(x) > f(x).

Ïóñòü îáùàÿ òî÷êà îòðåçêîâ C èìååò êîîðäèíàòû (x0, y0). Ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä.
Âîçâðàùàÿñü ê âûðàæåíèþ (1) äëÿ ïåðâîé âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà äëÿ ðàçðûâíûõ (â ñìûñëå íàðóøåíèÿ

ãëàäêîñòè) ýêñòðåìàëåé, îòìåòèì, ÷òî âàðèàöèè δx è δy îòâå÷àþò ñäâèãàì òî÷êè, ëåæàùåé íà òðàíñâåðñàëè
y = f(x). Òàêèì îáðàçîì,

δy = f ′(x)δx.

Ïóñòü
θ = arctan(f ′(x))|x=x0

,

ϕ1 = arctan(y′
−

) = arctan(a1), ϕ2 = arctan(y′
+

) = arctan(a2).

Òîãäà óñëîâèå îáðàùåíèÿ â íîëü âíåèíòåãðàëüíûõ ÷ëåíîâ â âûðàæåíèè äëÿ ïåðâîé âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà (1)
ïðèíèìàåò âèä

0 =

(
n1δx√
1 + y′2

+
n1y
′δy√

1 + y′2

)
|(x−0 ,y−0 ) −

(
n2δx√
1 + y′2

+
n2y
′δy√

1 + y′2

)
|(x+

0 ,y
+
0 ) = (6)

= (n1 cosϕ1 + n1 sinϕ1 tan θ)δx|x=x0
− (n2 cosϕ2 + n2 sinϕ2 tan θ)δx|x=x0

.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷åííîå óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

[n1 cos(ϕ1 − θ)− n2 cos(ϕ2 − θ)]
δx

cos θ
|x=x0 = 0. (7)

Óñëîâèå (7) âåäåò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

n1
n2

=
cos(ϕ2 − θ)
cos(ϕ1 − θ)

. (8)

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí ïðåëîìëåíèÿ ëó÷à ñâåòà â ñðåäå ñ èçìå-
íåíèåì êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ.

2 Ïðÿìûå ìåòîäû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë âèäà

J [y] =

∫ x1

x0

dxF (x, y, y′).

Ïóñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y, ïðèíàäëåæàùåé êëàññó äîïóñòèìûõ ôóíêöèé, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

J [y] ≥ a. (9)

Ïóñòü òàêäå ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ y0, ÷òî

J [y0] = a. (10)
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2.1 Ìåòîä Ðèòöà.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {un}∞n=1. Ïðè ýòîì

1) âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un ïðèíàäëåæàò êëàññó äîïóñòèìûõ ôóíêöèé

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un}∞n=1 ïîëíà, òî åñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y, ïðèíàäëåæàùåé êëàññó äîïóñòèìûõ
ôóíêöèé, è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî n è íàáîð ÷èñåë α1, α2, . . . , αn, òàêîé ÷òî

||
n∑
i=1

αiui − y|| < ε,

ãäå íîðìà ïîíèìàåòñÿ, íàïðèìåð, â ñëåäóþùåì ñìûñëå

sup
x∈[x0,x1]

|
n∑
i=1

αiui − y| < ε.

Çàôèêñèðóåì ÷èñëî n è ïîäñòàâèì â ôóíêöèîíàë J ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
n∑
i=1

αiui, ïðèíàäëåæàùóþ êëàññó

äîïóñòèìûõ ôóíêöèé:

J [α1, α2, . . . , αn] =

∫ x1

x0

F

(
x,

n∑
i=1

αiui,

n∑
i=1

αiu
′
i

)
dx.

Âûáåðåì íàáîð êîýôôèöèåíòîâ {α̃i}ni=1 òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ J [y] ïðèíèìàëà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå (ñîãëàñíî
óñëîâèþ (9) òàêîé âûáîð âîçìîæåí):

J [α̃1, α̃2, . . . , α̃n] = Jnmin.

Ïîëîæèì

yn =

n∑
i=1

α̃iui.

Ðàñøèðèì òåïåðü íàáîð áàçèñíûõ ôóíêöèé è ðàññìîòðèì ðàñøèðåííóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
n+1∑
i=1

αiui.

Âûáåðåì íîâûé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ {α̂i}n+1
i=1 òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ J [y] ïðèíèìàëà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå Jn+1

min .

Î÷åâèäíî,

Jn+1
min < Jnmin. (11)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé

Jjmin, j = n, n+ 1, n+ 2, . . .

óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ïðåäåë.

Çàìå÷àíèå:

1). Â ñèëó ïîëíîòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {un}∞n=1 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: lim
n→∞

J [yn] = a.

2). Äëÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ôóíêöèîíàëîâ ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

∃ lim yn, lim
n→∞

yn = y0,

ãäå y0 îïðåäåëåíî â óðàâíåíèè (10).

2.2 Ìåòîä Ýéëåðà.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë âèäà

J [y] =

∫ (xn,yn)

(x0,y0)

F (x, y, y′)dx. (12)

Ñîåäèíèì ôèêñèðîâàííûå òî÷êè A(x0, y0) è B(xn, yn) ëîìàíîé ëèíèåé. Ýòà ëîìàíàÿ ëèíèÿ èç n çâåíüåâ è áóäåò
îïèñûâàòü ýêñòðåìàëü â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè. Ïàðàìåòðàìè ôóíöèîíàëà òåïåðü áóäóò êîîðäèíàòû ïðîìåæó-
òî÷íûõ óçëîâ ëîìàíîé.

Íà êàæäîì ó÷àñòêå ëîìàíîé ïðè x ∈ [xi, xi−1] åå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

y = yi−1 +
∆yi
∆xi

(x− xi−1), ∆yi = yi − yi−1, ∆xi = xi − xi−1.
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

J [x1, y1, x2, y2, . . . , xn−1, yn−1] =

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

F

(
x, yi−1 +

∆yi
∆xi

(x− xi−1),
∆yi
∆xi

)
dx. (13)

Ôóíêöèÿ çàâèñèò îò 2(n−1) ïåðåìåííûõ: êîîðäèíàò ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê (x1, y1), (x1, y1), . . . , (xn−1, yn−1).
Âûáèðàåì èõ òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ èìåëà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, îñòàâàÿñü ïðè ýòîì â êëàññå äîïóñòèìûõ ôóíê-
öèé. Òàê áóäåò ïîëó÷åíî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ê ýêñòðåìàëè.

Ñëåäóþùèé øàã ðåàëèçàöèè ïîèñêà ýêñòðåìàëè çàêëè÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òî÷êè A è B ôèêñèðóþòñÿ, à êîëè-
÷åñòâî çâåíüåâ ëîìàíîé óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó. Ïîèñê êîîðäèíàò ïðîìåæóòî÷íûõ óçëîâ ëîìàíîé ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùåìó ïðèáëèæåíèþ ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà.

Îòìåòèì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ èçëîæåííîãî ìåòîäà ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìíîãîìåðíîãî (ðàçìåðíîñòè 2n−2) ýêñòðå-
ìóìà âûðàæåíèÿ (13), òî åñòü ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

∂J

∂xi
= 0, i = 1, 2, . . . , n− 1.

∂J

∂yi
= 0, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, òî÷íîñòü ìåòîäà óâåëè÷èâàåòñÿ íà êàæäîì ïîñëåäóþùåì øàãå âû÷èñëåíèé.

2.3 Ïðèìåð 1.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

J [y] =

∫ x1

x0

(py′
2 − qy2ρ− 2ρfy)dx. (14)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

F (x, y, y′) = p(x)y′
2 − q(x)y2ρ(x)− 2ρ(x)f(x)y.

Ïîñòðîèì óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ ôóíêöèîíàëà (14):

∂F

∂y
= −2qρy − 2ρf, (15)

d

dx

∂F

∂y′
= −(2py′)′. (16)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà ïîëó÷àåì, âû÷èòàÿ óðàâíåíèå (16) èç óðàâíåíèÿ (16):

−(py′)′ − qρy − fρ = 0. (17)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå îòâå÷àåò êðàåâîé çàäà÷å âèäà{
− 1
ρ (p(x)y′)′ − q(x)y = f(x),

y(x0) = y(x1) = 0.

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

yn(x) =

n∑
i=1

anun(x). (18)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (18) â ôóíêöèîíàë (14), ïîëó÷àåì

J [a1, a2, . . . , an] =

n∑
i,k=1

Aikaiak +

n∑
m=1

βmam, (19)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

Aik =

∫ x1

x0

(p(x)u′iu
′
k − ρ(x)q(x)uiuk)dx, βm = −2

∫ x1

x0

ρ(x)f(x)umdx

Ïîèñê ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà (19) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà

∂J

∂ai
= 2

∑
k=1,k 6=i

Aikak + 2Aiiai + βi = 0, i = 1, 2, . . . , n.
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Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A~a = −1

2
~β, (20)

ãäå

~a =


a1
a2
. . .
an

 , ~β =


β1
β2
. . .
βn

 .

Ðàçðåøèâ ñèñòåìó (20) îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ~a, ìîæíî âîññòàíîâèòü ýêñòðåìàëü yn (18).
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