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1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë

J [y] =

∫ x1

x0

F (x, y, y′)dx.

Òîãäà ôóíêöèÿ y = f(x) èç êëàññà äîïóñòèìûõ ôóíêöèé äîñòàâëÿåò ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó, åñëè

∆J [y] =

∫ x1

x0

F (x, y + η, y′ + η′)dx−
∫ x1

x0

F (x, y, y′)dx < 0,

çäåñü ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ η ∈ C1
[x0,x1]

, η(x0) = η(x1) = 0

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîëå ýêñòðåìàëåé y = y(x, α), ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′ = u(x, y).

Çäåñü u(x, y) � íàêëîí ïîëÿ, f(x) = y(x, 0).
Òîãäà, êàê ìû ïîêàçàëè ðàíåå, âûðàæåíèå

Q ≡
(x1,y1)∫
(x0,y0)

[
F (x, y, u)− uF

′

y′(x, y, u)
]
dx+ F

′

y′(x, y, u)dy (1)

íå çàâèñèò îò ïóòè. Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî åñëè èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ âäîëü ýêñòðåìàëè, òî dy = udx. Â ýòîì
ñëó÷àå âûðàæåíèå (1) ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ

Q =

(x1,y1)∫
(x0,y0)

F (x, y, u)dx =

(x1,y1)∫
(x0,y0)

F (x, y, y′)dx. (2)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òî÷êè (x0, y0) è (x1, y1) ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîé ýêñòðåìàëè. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

∆J [y] =

(x1,y1)∫
(x0,y0)

F (x, y, y′)dx−


(x1,y1)∫
(x0,y0)

(
F (x, y, u)dx− uF

′

y′(x, y, u)
)
dx+ F

′

y′(x, y, u)dy

 . (3)

Îòìåòèì, ÷òî ìû èíòåãðèðóåì ïî ïðîèçâîëüíîìó êîíòóðó, ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè (x0, y0) è (x1, y1). Ïðè ýòîì âû-
ðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, êàê íå çàâèñÿùåå îò òðàåêòîðèè, ðàâíî çíà÷åíèþ èíòåãðàëà (2) âäîëü ýêñòðåìàëè
y = f(x).

Ñäåëàâ ïîäñòàíîâêó dy = y′dx â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, çàïèøåì âûðàæåíèå (3) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆J [y] =

(x1,y1)∫
(x0,y0)

(
F (x, y, y′)− F (x, y, u)− (y′ − u)F

′

y′(x, y, u)
)
dx.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

E(x, y, v, u) ≡ F (x, y, v)− F (x, y, u)− (v − u)F
′

y′(x, y, u). (4)

Ôóíêöèÿ E(x, y, v, u) íàçûâàòñÿ ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà.
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1.1 Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïî Âåéåðøòðàññó.

1) Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîëå y = y(x, α), îêðóæàþùåå äàííóþ ýêñòðåìàëü.
2) Ïóñòü â ëþáîé òî÷êå ïîëÿ è äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî y′ 6= u âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

E(x, y, y′, u) < 0.

Òîãäà äàííàÿ ýêñòðåìàëü äîñòàâëÿåò ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó.
Ðàçëîæèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà F (x, y, y′) â ðÿä Òýéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè y′ = u:

F (x, y, y′) = F (x, y, u) + (y′ − u)F
′

y′(x, y, u) +
1

2
(y′ − u)2F

′′

y′y′ (x, y, u+ θ(y′ − u)) .

Ìû îáîðâàëè ðÿä íà òðåòüåì ÷ëåíå ðàçëîæåíèÿ, êîìïåíñèðîâàâ îñòàâøèóþñÿ ÷àñòü ðÿäà çà ñ÷åò ñäâèãà ñ íåêî-
òîðûì ïàðàìåòðîì θ òðåòüåãî àðãóìåíòà ôóíêöèè Ëàãðàíæà â ïîñëåäíåì ñîõðàíåííîì ÷ëåíå.

Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (4) ñëåäóåò, ÷òî

E(x, y, y′, u) =
1

2
(y′ − u)2F

′′

y′y′ (x, y, u+ θ(y′ − u)) .

Ñôîðìóëèðóåì Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå Ëåæàíäðà.

1.2 Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïî Ëåæàíäðó.

1) Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîëå y = y(x, α), îêðóæàþùåå äàííóþ ýêñòðåìàëü.
2) Ïóñòü â ëþáîé òî÷êå ïîëÿ (x, y) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

F
′′

y′y′(x, y, ζ) < 0

äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ òðåòüåãî àðãóìåíòà ôóíêöèè Ëàãðàíæà ζ.
Òîãäà äàííàÿ ýêñòðåìàëü äîñòàâëÿåò ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó.

1.3 Ïðèìåð 1.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë Ôåðìà

J [y] =

∫ x1

x0

dxn(x, y)

√
1 + y′2,

ãäå n(x, y) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (x, y) ∈ D. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
F

′′

y′y′ óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

F
′′

y′y′ =
n(x, y)

(1 + y′2)3/2
≥ 0, ∀(x, y) ∈ D.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ýêñòðåìóìà (ïî Ëåæàíäðó), ëþáàÿ ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà
Ôåðìà äîñòàâëÿåò ôóíêöèîíàëó ìèíèìóì.

1.4 Ïðèìåð 2.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë âèäà

J [y] =

∫ x1

x0

y′
2
(1 + y′)2dx. (5)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà F = y′
2
(1 + y′)2 íå çàâèñèò îò y, âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ

Ýéëåðà

F
′

y′ = 2y′(1 + y′)(1 + 2y′) = C.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

y′ = m, (6)

y = mx+ n. (7)

Çàôèêñèðóåì îäíó èç êîíñòàíò n ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è, òåì ñàìûì, ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé,
êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (6).

Âû÷èñëèì òåïåðü ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà E(x, y, y′, u) (4), ïîëàãàÿ u(x, y) = m:

E(x, y, y′, u)|u=m = (y′ −m)2
[
(y′ +m+ 1)2 + 2(1 +m)m

]
. (8)
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Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

m(m+ 1) > 0

ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è, òåì ñàìûì, ïðè

m ∈ (−∞,−1) ∪ (0,+∞) (9)

ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé äîñòàâëÿåò ôóíêöèîíàëó (5) ìèíèìóì.
Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ê óñëîâèþ (9) ïðåäïîëîæåíèå

m ∈ (−1, 0), (10)

òî âîçíèêàåò óñëîâèå, ñâÿçûâàþùåå y′ èm. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýêñòðåìàëè, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ïàðàìåòðîì
m, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (10), ïîðîæäàþò ñëàáûé ìèíèìóì èëè ñëàáûé ìàêñèìóì, òî åñòü ìèíèìóì
èëè ìàêñèìóì, ïðè íàëîæåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ íà ïðîèçâîäíóþ y′.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ y(x) äàåò àáñîëþòíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëó J [y], åñëè ∆J [h] = J [y + h] − J [y]
ñîõðàíÿåò çíàê íà âñåì êëàññå äîïóñòèìûõ êðèâûõ. Åñëè ∆J [h] ñîõðàíÿåò çíàê íà ÷àñòè êëàññà äîïóñòèìûõ
êðèâûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ||h|| = sup|h| < ε, òî ýêñòðåìóì íàçûâàåòñÿ ñèëüíûì. Åñëè ∆J [h] ñîõðàíÿåò
çíàê íà ÷àñòè êëàññà äîïóñòèìûõ êðèâûõ, äëÿ êîòîðûõ ||h||1 = sup|h| + sup|h′| < ε, òî ýêñòðåìóì íàçûâàåòñÿ
ñëàáûì.

Îïðåäåëèì êàêîãî òèïà áóäåò ýòî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå. Äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû îïðåäåëèòü çíàê âûðàæå-
íèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â óðàâíåíèè (8). Íóëè ýòîãî âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

y′
2

+ 2y′(m+ 1) + 3m2 + 4m+ 1 = 0

Â ñâîþ î÷åðåäü, êîðíè ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ïðè óñëîâèè (10) èìåþò âèä

y′1,2 = |m| − 1∓
√

2|m|(1− |m|). (11)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ. Â ñëó÷àå, êîãäà ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé ôóíêöèî-
íàëà (5) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì (10), ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ

y′ ∈ (−∞, y′1) ∪ (y′2,+∞) (12)

ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Òåì ñàìûì, âîçíèêàåò ñëàáûé ìèíèìóì.
Ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ

y′ ∈ (y′1, y
′
2) (13)

ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé. Òåì ñàìûì, âîçíèêàåò ñëàáûé ìàêñèìóì.
Ïàðàìåòðû y′1 è y

′
2 îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì (11).
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