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Óòâåðæäåíèå: ïóñòü ôóíêöèè f, g ∈ L2(R), òî åñòü
∫
R dx|f |

2 < ∞,
∫
R dx|g|

2 < ∞. Ïóñòü ôóíêöèè f è g
ÿâëÿþòñÿ òàêæå êóñî÷íî ãëàäêèìè.

Òîãäà
〈F [f ], g〉 = 〈f, F−1[g]〉. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî:

〈F [f ], g〉 =

∫
R
dxF [f ](x)g(x) =

∫
R
dx

1√
2π

(∫
R
e−iλxf(λ)dλ

)
g(x) =

=

∫
R
dλf(λ)

1√
2π

∫
R
dxe−iλxg(x) =

∫
R
dλf(λ)F−1[g](λ) = 〈f, F−1[g]〉.�

Ñëåäñòâèå (ðàâåíñòâî Ïðñåâàëÿ): ∫
R
|f(x)|2dx =

∫
R
|f̂(λ)|2dλ. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî:

∫
R
|f̂(λ)|2dλ = 〈F [f ], F [f ]〉 = 〈f, F−1[F [f ]]〉 = 〈f, f〉 =

∫
R
|f(x)|2dx.� (3)

Ïðèìåð. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó ñëåäóþùåãî âèäà:{
u′t = a2u′′xx
u(x, 0) = f(x)

(4)

Çäåñü a � ïîñòîÿííàÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ìû èùåì ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû u â îäíîìåðíîì
áåñêîíå÷íîì ñòåðæíå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ çàäàåòñÿ
ôóíêöèåé f(x).

Ïóñòü u ∈ L2(Rx), u ∈ C2(Rx), u ∈ C1(Rt), f ∈ L2(R), f ∈ C2(R).
Ïðèìåíèì Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ïî ïåðåìåííîé x ê çàäà÷å (4):{

û′t = a2(iλ)2û

û(λ, 0) = f̂(λ)
(5)

Ðåøèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè û(λ, t):

dû

û
= −a2λ2dt,

û(λ, t) = û(λ, 0)e−a
2λ2t = f̂(λ)e−a

2λ2t. (6)
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Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ê óðàâíåíèþ (6), ïîëó÷èì

u(x, t) =
1√
2π

∫
R
eiλxe−a

2λ2tf̂(λ)dλ.

Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ïîëó÷åíî. �

1 Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå.

1.1 Ââåäåíèå.

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî çàäà÷ èç ÷èñëà òåõ, ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå êîòîðûõ ëåãëè â îñíîâó ðàçâèòèÿ âàðèàöè-
îííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

1) Çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå.

Áðàõèñòîõðîí � êðèâàÿ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Çàäà÷à î åå íàõîæäåíèè áûëà ïîñòàâëåíà Áåðíóëëè â 1696
ãîäó: ñðåäè ïëîñêèõ êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ äâå äàííûå òî÷êè A è B (B íèæå A), ëåæàùèõ â îäíîé âåðòèêàëüíîé
ïëîñêîñòè, íàéòè òó, äâèãàÿñü ïî êîòîðîé ïîä äåéñòâèåì òîëüêî ñèëû òÿæåñòè, ñîíàïðàâëåííîé îòðèöàòåëüíîé
ïîëóîñè oy, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà èç A äîñòèãíåò B çà êðàò÷àéøåå âðåìÿ.

Î÷åâèäíî, âðåìÿ äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàíî ïî ôîðìóëå:

t =

∫ B

A

ds

v
.

Çäåñü ds � ýëåìåíòàðíîå ïåðåìåùåíèå âäîëü òðàåêòîðèè, à v � ñêîðîñòü, çàâèñÿùàÿ îò òî÷êè òðàåêòîðèè. Ïóñòü
òðàåêòîðèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê y(x). Òîãäà

t =

∫ xB

xA

√
1 + y′2(x)√

2gy(x)
dx. (7)

Ñêîðîñòü íàõîäèòñÿ çäåñü èç óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè mv2

2 = mgy(x). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê
îïðåäåëåíèþ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ y(x) ïðè óñëîâèè ìèíèìàëüíîñòè âðåìåíè äâèæåíèÿ t.

2) Çàäà÷à î íàèìåíüøåé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.

Ðàññìîòðèì êðèâóþ y(x) íà ïëîñêîñòè, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè A è B. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ âîç-
íèêàåò ïðè âðàùåíèè êðèâîé îòíîñèòåëüíî îñè ox. Ïëîùàäü òàêîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

S =

∫ B

A

2πydl,

ãäå dl � ýëåìåíòàðíàÿ äëèíà ïåðåìåùåíèÿ âäîëü êðèâîé y(x). Òîãäà

S = 2π

∫ xB

xA

y(x)
√

1 + y′2(x)dx. (8)

Â äàííîì ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ óðàâíåíèÿ êðèâîé y(x) ïðè óñëîâèè ìèíèìàëüíîñòè ïëîùàäè
ïîâåðõíîñòè S.

1) Çàäà÷à Ïëàòî.

Çàäà÷à Ïëàòî � âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñ çàäàííîé ãðàíèöåé. Çàäà÷à ïîñòàâëåíà
Æ.Ëàãðàíæåì â 1760 ãîäó, íàçâàíà â ÷åñòü Æ.Ïëàòî, ïðîâîäèâøåãî îïûòû ñ ìûëüíûìè ïëåíêàìè. Îíà áûëà
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ðåøåíà íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà â 1930 ãîäó Äæåññè Äóãëàñîì è Òèáîðîì Ðàäî ñ îïðåäåëåííûìè òîïîëîãè÷å-
ñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè. Çà ñâîå ðåøåíèå Äóãëàñ ïîëó÷èë Ôèëäñîâñêóþ ïðåìèþ 1936 ãîäà.

Êàê ìû çíàåì, ïëîùàäü S ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëåííîé íàä îáëàñòüþ D óðàâíåíèåì z = z(x, y), (x, y) ∈ D,
îïðåäåëÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

S =

∫ ∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy,

Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè z = z(x, y), îïèðàþùåéñÿ íà ïðîñòðàíñòâåííûé ïðîñòîé
çàìêíóòûé êîíòóð Γ. Êîíòóð ïðîåöèðóåòñÿ íà ãðàíèöó îáëàñòè D â ïëîñêîñòè (x, y). Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè
äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíîé.

2 Ïîñòàíîâêà ïðîñòåéøåé âàðèàöèîííîé çàäà÷è.

Ôóíêöèîíàë � ýòî îòîáðàæåíèå, çàäàííîå íà êëàññå ôóíêöèé è ñîïîñòàâëÿþùåå ëþáîé ôóíêöèè ÷èñëî.

J [y] =
∫ x1

x0
F (x, y, y′)dx � ïðîñòåéøèé èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë.

Ïðîñòåéøèå âàðèàöèîííûå çàäà÷è � ýòî çàäà÷è íà îòûñêàíèå ôóíêöèè y(x), óäîâëåòâîðÿþùåé êðàåâûì
óñëîâèÿì: y(x0) = y0, y(x1) = y1 è äîñòàâëÿþùåé ýêñòðåìóì èíòåãðàëüíîìó ôóíêöèîíàëó.

Ïóñòü ôóíêöèÿ y(x), x ∈ [x0, x1] âàðüèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: y(x)→ y(x) + tη(x),

η(x0) = η(x1) = 0, t > 0.

Ââåäåì ôóíêöèþ f(t) = J [y + tη]. Ee âàðèàöèÿ èìååò âèä

δf(t) = J [y + tη]− J [y].

Åñëè ôóíêöèÿ y äîñòàâëÿåò ìèíèìóì (ìàêñèìóì) ôóíêöèîíàëó J , òî ôóíêöèÿ f(t) èìååò ïðè t = 0 ìèíèìóì
(ìàêñèìóì) äëÿ ∀η.

3 Îñíîâíàÿ ëåììà âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà è äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè η, óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèÿì η(x0) = η(x1) = 0, âåðíî ðàâåíñòâî: ∫ x1

x0

g(x)η(x)dx = 0. (9)

Òîãäà g(x) ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî (îò ïðîòèâíîãî):
Ïóñòü ∫ x1

x0

g(x)η(x)dx = 0,

íî
∃ òî÷êà C ∈ (x0, x1), òàêàÿ, ÷òî g(C) > 0. (10)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà, òî ∃δ : g(x) > 0 ïðè |x− C| < δ.
Ðàññìîòðèì

η(x) =

{ (
(x− C)2 − δ2

)2
, |x− C| ≤ δ

0, |x− C| > δ

Â ýòîì ñëó÷àå ∫ x1

x0

g(x)η(x)dx =

C+δ∫
C−δ

g(x)
(
(x− C)2 − δ2

)2
> 0.
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Ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, à èìåííî: íàøëàñü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ η(x), òàêàÿ, ÷òî èíòåãðàë (9) îòëè÷åí
îò íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå (10) íåâåðíî. Ëåììà äîêàçàíà. �
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