
Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ. Ëåêöèÿ 21 àïðåëÿ.

21 àïðåëÿ 2020 ã.

1 Ïðèìåð. Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ëó÷à â íåîäíîðîäíîé ñðåäå.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë âèäà

J [y] =

∫ x1

x0

√
1 + y′2H(x, y)dx − ôóíêöèîíàë Ôåðìà. (1)

Çäåñü ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò ñïåöèàëüíûé âèä

F (x, y, y′) =

√
1 + y′2H(x, y), (2)

ãäå H � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ýòà ôóíêöèÿ â äàííîé çàäà÷å
èãðàåò ðîëü îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè ñðåäû.

Ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà (1) îïèñûâàþò â ÷àñòíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèå ëó÷à â íåîäíîðîäíîé ñðåäå.
Ðàññìîòðèì, êàê âûãëÿäèò äëÿ äàííîãî ôóíêöèîíàëà óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè

F − y′Fy′

∂ϕ
∂x

|(x1,y1) =
Fy′

∂ϕ
∂y

|(x1,y1). (3)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2), îïèñûâàþùåå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà F , â óñëîâèå (3), ïîëó÷àåì

H√
1+y′2

∂ϕ
∂x

|(x1,y1) =

y′H√
1+y′2

∂ϕ
∂y

|(x1,y1) ⇒ y′
∂ϕ

∂x
− ∂ϕ

∂y
|(x1,y1) = 0. (4)

Ïðèäàäèì óðàâíåíèþ (4) îïðåäåëåííûé ñìûñë. Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî âåêòîð ~τ , êàñàòåëüíûé ê òðàåêòîðèè

ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëó÷à ~s =

(
x
y

)
. Î÷åâèäíî, êàñàòåëüíûé âåêòîð, ïîñòðîåííûé â òî÷êå (x, y) òðàåêòîðèè èìååò

âèä

~τ =

(
1
y′

)
.

Âåêòîð íîðìàëè ~n ê òðàåêòîðèè (òî÷íåå - îäèí èç äâóõ âåêòîðîâ íîðìàëè), ïðîâåäåííûé â òî÷êå (x, y) , èìååò
âèä

~n =

(
y′

−1

)
.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå (4) ïðèíèìàåò âèä

〈~n,∇ϕ〉|(x1,y1) = 0 (5)

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ∇ϕ êîëëèíåàðåí âåêòîðó êàñàòåëüíîé ~τ ê òðàåêòîðèè ëó÷à â òî÷êå (x, y). Òàêèì îáðàçîì,
ñåìåéñòâî ëèíèé

ϕ(x, y) = C

íóæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñåìåéñòâî ëèíèé óðîâíÿ îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè ñðåäû. Îòìåòèì, ÷òî ýòî æå ñåìåéñòâî
ëèíèé äëÿ äàííîé çàäà÷è äîëæíî ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñåìåéñòâî òðàíñâåðñàëåé.

2 Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè â R3.

2.1 Ñâîáîäíàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î îñòðîåíèè ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà âèäà

J [y, z] =

∫ B

A

F (x, y, z, y′, z′). (6)
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Ïóñòü òî÷êà A(x0, y0, z0) çàêðåïëåíà, à òî÷êà B ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ϕ(x, y, z) = 0.

Òîãäà â òî÷êå B èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè

F − y′Fy′ − z′Fz′

∂ϕ
∂x

|B =
Fy′

∂ϕ
∂y

|B =
Fz′

∂ϕ
∂z

|B . (7)

2.2 Ñâîáîäíàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò êðèâîé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î îñòðîåíèè ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà âèäà

J [y, z] =

∫ B

A

F (x, y, z, y′, z′). (8)

Ïóñòü òî÷êà A(x0, y0, z0) çàêðåïëåíà, à òî÷êà B ïðèíàäëåæèò êðèâîé, êîòîðàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè

y = ϕ(x), z = ψ(x).

Òîãäà óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè â òî÷êå B ïðèíèìàåò âèä

F + (ϕ′ − y′)Fy′ + (ψ′ − z′)Fz′ |B = 0. (9)

3 Ïîëå ýêñòðåìàëåé.

I.Ïîëå ýêñòðåìàëåé.
Ïóñòü y(x, α) � ñåìåéñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0.

Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó ðàíåå, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî êðèâûõ y(x, α) êàê ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàêðåïëåííóþ òî÷êó A.

Îïðåäåëåíèå: ñåìåéñòâî y(x, α) íàçûâàåòñÿ ïîëåì, åñëè
1) ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ îáëàñòè D, ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ èç ýòîãî ñåìåéñòâà.
2) ôóíêöèÿ y(x, α) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (x, α).

Îïðåäåëåíèå: ôóíêöèÿ u(x, y) íàçûâàåòñÿ íàêëîíîì ïîëÿ.
Ïóñòü èçâåñòåí íàêëîí ïîëÿ u(x, y). Òîãäà ïîëå y(x, α) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′ = u(x, y).

(Ïîñòîÿííàÿ α ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîñòîÿííàÿ â ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.)
Â ñìûñëå ââåäåííûõ âûøå òåðìèíîâ ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ýéëåðà.

F
′

y −
d

dx
F

′

y′ = F ′
y − F

′′

xy′ − F
′′

yy′y′ − F
′′

y′y′y′′ = 0. (10)

Ïîñêîëüêó y′ = u(x, y), òî

y′′ =
∂u

∂x
+
∂u

∂y
y′ =

∂u

∂x
+ u

∂u

∂y
.

Òåïåðü óðàâíåíèå (10) ïðèíèìàåò âèä

F ′
y(x, y, u)− F

′′

xy′(x, y, u)− uF
′′

yy′(x, y, u)−
(
∂u

∂x
+ u

∂u

∂y

)
F

′′

y′y′(x, y, u) = 0. (11)

Äàëüíåéøèå íàøè ïîñòðîåíèÿ áóäóò îñíîâûâàòüñÿ íà ýòîì óòâåðæäåíèè.
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4 Ïîëå òðàíñâåðñàëåé.

Ïóñòü äàíî ïîëå ýêñòðåìàëåé íåêîòîðîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàê ïðîâåñòè
ñåìåéñòâî êðèâûõ, êîòîðûå ñ êàæäîé ýêñòðåìàëüþ ïåðåñåêóþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî âñïîìíèì ïîëó÷åííîå íàìè ðàíåå óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè â òî÷êå ñîïðÿæåíèÿ òðàíñ-
âåðñàëè è íåêîòîðîé êðèâîé:

(F − y′F
′

y′)δx+ F
′

y′δy = 0. (12)

Îòìåòèì, ÷òî ìû íå ôèêñèðóåì çäåñü óðàâíåíèå êðèâîé ϕ(x, y) = 0, ñîïðÿæåííîé ýêñòðåìàëè, è, òåì ñàìûì
îñòàâëÿåì ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðû δx è δy. [Êàê ìû âèäåëè ðàíåå, â ñëó÷àå, êîãäà ôîðìà êðèâîé ôèêñèðîâàíà,
ðàáîòàåò óðàâíåíèå ñâÿçè ∂ϕ

∂x δx+ ∂ϕ
∂y δy = 0. ]

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 1:

Óðàâíåíèå (12) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ âèäà dΘ(x, y) = 0 äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè
Θ(x, y), òàê ÷òî

∂Θ

∂x
≡ (F − y′F

′

y′)|y′=u(x,y),
∂Θ

∂y
≡ F

′

y′ |y′=u(x,y).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

F − uF ′

y′

∂y
=
∂F

′

y′

∂x
. (13)

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà F äîëæíà çäåñü ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôóíêöèÿ çàâèñÿùàÿ ëèøü îò ïàðû
ïåðåìåííûõ (x, y), òî åñòü F = F (x, y, y′)|y′=u(x,y).

Â ýòîì ñìûñëå ëåâàÿ ÷àñòü (L.H.S.) ðàâåíñòâà (13):

L.H.S. = F
′

y + F
′

y′
∂u

∂y
− ∂u

∂y
F

′

y′ − uF
′′

yy′ − uF
′′

y′y′
∂u

∂y
= F

′

y − uF
′′

yy′ − uF
′′

y′y′
∂u

∂y
. (14)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (R.H.S.) ðàâåíñòâà (13) èìååò âèä:

R.H.S. = F
′′

xy′ + F
′′

y′y′
∂u

∂x
. (15)

Âû÷èòàÿ èç óðàâíåíèÿ (14) óðàâíåíèå (15), ïîëó÷èì:

(L.H.S.)− (R.H.S.) = F
′

y − F
′′

xy′ − uF
′′

yy′ −
(
∂u

∂x
+ u

∂u

∂y

)
F

′′

y′y′ . (16)

Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ Ýéëåðà (11) ïîëó÷èì, ÷òî âûðàæåíèå (16) îáðàùàåòñÿ â íîëü.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü Óòâåðæäåíèÿ 1 �.
Ìû íàøëè òàêæå ïîëíûé èíòåãðàë

Θ(x, y) = Const (17)

óðàâíåíèÿ (12)

dΘ = (F − uF
′

y′)dx+ Fy′dy = 0. (18)

Ðàçðåøàÿ óðàâíåíèå (17) îòíîñèòåëüíî y(x,C), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿ òðàíñâåðñàëåé.
Âîçâðàùàÿñü ê ðàññìîòðåííîé âûøå çàäà÷å î ôóíêöèîíàëå Ôåðìà è ðàñïðîñòðàíåíèè ñâåòà â íåîäíîðîäíîé

ñðåäå, îòìåòèì, ÷òî íàéäåííûé íàìè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (18) Θ = Const îïèñûâàåò â ýòîé çâäà÷å ëèíèè
óðîâíÿ îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè ñðåäû ϕ(x, y) = Const.

Ñôîðìóëèðóåì
Óòâåðæäåíèå 2: Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (18) ìîæò áûòü âû÷èñëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Θ(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

F (x, y, u(x, y))dx, (19)

åñëè òî÷êè (x0, y0) è (x, y) ïðèíàäëåæàò îäíîé ýêñòðåìàëè.

3



Äîêàæåì ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

Θ =

(x,y)∫
(x0,y0)

(F − y′F
′

y′)dx+ F
′

y′dy. (20)

Âûáåðåì ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ èç òî÷êè (x0, y0) âäîëü ýêñòðåìàëè, à çàòåì - âäîëü òðàíñâåðñàëè, êîòîðàÿ ñîäåð-
æèò òî÷êó (x, y). Îòìåòèì, ÷òî íà òðàíñâåðñàëè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Íà ýêñòðåìàëè,
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî y′dx = dy, ïîëó÷àì

(F − y′F
′

y′)dx+ F
′

y′dy = Fdx− F
′

y′dy + F
′

y′dy = Fdx.

Òàêèì îáðàçîì,

Θ =

(x̃,ỹ)∫
(x0,y0)

F (x, y, u(x, y))dx. (21)

Çäåñü òî÷êà (x̃, ỹ) ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè ýêñòðåìàëè, ñîäåðæàùåé òî÷êó (x0, y0), è òðàíñâåðñàëè, ñîäåðæàùåé
òî÷êó (x, y). Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî. �

Ñôîðìóëèðóåì

Óòâåðæäåíèå 3:

Èíòåãðàë ∫ B

A

F (x, y, u(x, y))dx, (22)

âçÿòûé âäîëü ÷àñòè ýêñòðåìàëè, çàêëþ÷åííîé ìåæäó äâóìÿ òðàíñâåðñàëÿìè, íå çàâèñèò îò âûáîðà ýêñòðå-
ìàëè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî Óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé. �
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