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Ëåêöèÿ 19 ìàÿ.

20 ìàÿ 2020 ã.

1 Àâòîíîìíûå ñèñòåìû. (Ïðîäîëæåíèå)

1.1 Ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A

Åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A êîìïëåêñíûå (ñì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ), òî â ñèëó âåùåñòâåííîñòè ìàòðèöû
A áóäåì èìåòü êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå êîðíè λ1,2 = α± iβ.

Ïóñòü ~a± i~b � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû (~a è ~b � âåùåñòâåííûå âåêòîðû). Òîãäà

A~a = α~a− β~b, A~b = β~a+ α~b. (1)

Ýòî âèäíî èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé:

A(~a+ i~b) = (α+ iβ)(~a+ i~b) = α~a− β~b+ i(β~a+ α~b). (2)

Îòñþäà ñëåäóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) äëÿ âåùåñòâåííîé è ìíîìîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà (2).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â áàçèñå èç âåêòîðîâ ~a è ~b ìàòðèöà A ïðèìåò âèä:

B = S−1AS =

(
α β
−β α

)
, A = SBS−1. (3)

Çäåñü S � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëÿþò âåêòîðû ~a è ~b.
Çàìåíà ~z = S−1~y ïðèâåäåò íàñ (ñì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ) ê óðàâíåíèþ

~z′ = B~z, ~z =

(
u
v

)
. (4)

Óäîáíî ââåñòè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû

u = r cosϕ, v = r sinϕ.

Òîãäà ñèñòåìà (4) {
u′ = αu+ βv
v′ = −βu+ αv

(5)

ïðèìåò âèä {
r′ = αr
ϕ′ = −β (6)

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì äîñòàòî÷íî çàïèñàòü ñèñòåìó (5) êàê{
r′ cosϕ− r sinϕϕ′ = αr cosϕ+ βr sinϕ,
r′ sinϕ+ r cosϕϕ′ = −βr cosϕ+ αr sinϕ.

(7)

Äîìíîæàÿ ïåðâîå èç óðàâíåíèé (7) íà cosϕ, à âòîðîå - íà sinϕ è ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷èì ïåðâîå èç óðàâíåíèé
(6). Àíàëîãè÷íî, äîìíîæàÿ ïåðâîå èç óðàâíåíèé (7) íà sinϕ, à âòîðîå - íà cosϕ è âû÷èòàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå èç
âòîðîãî, ïîëó÷èì âòîðîå èç óðàâíåíèé (6).

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) {
r = r0e

αt

ϕ = −βt+ ϕ0
(8)
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ïðè α 6= 0 ÿâëÿåòñÿ ñïèðàëüþ (ñì. Ðèñ. 4)(
u
v

)
=

(
r0e

αt cos(ϕ0 − βt)
r0e

αt sin(ϕ0 − βt)

)
.

Ðèñ.4 Ôîêóñ

Îñîáàÿ òî÷êà ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ ôîêóñîì. Çàêðó÷èâàåòñÿ èëè ðàñêðó÷èâàåòñÿ ñïèðàëü (ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè) - îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì âåùåñòâåííîé ÷àñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (òî åñòü çíàêîì α). Åñëè α < 0, ñïèðàëü
çàêðó÷èâàåòñÿ è ôîêóñ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì. Íàïðâëåíèå äâèæåíèÿ (ïî èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêå) -
îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì β. Åñëè êîðíè ÷èñòî ìíèìûå, âìåñòî ñïèðàëåé ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì
â íóëå. Îñîáàÿ òî÷êà ïðè ýòîì òàê è íàçûâàåòñÿ öåíòðîì.

1.2 Ñëó÷àé êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

Îñòàåòñÿ ðàçîáðàòü ñëó÷àé êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ ìàòðèöû A. Åñëè ìàòðèöà ìîæåò áûòü äèàãîíàëèçî-
âàíà (òî åñòü ñóùåñòâóåò áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ), òî âåðíû òå æå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå îòíîñèëèñü ê
ñëó÷àþ ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé îäíîãî çíàêà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â æîðäàíîâîì áàçèñå ìàòðèöà A
ïðèìåò âèä

Ã =

(
λ 1
0 λ

)
.

Â ññîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòàõ u, v ñèñòåìà çàïèøåòñÿ â âèäå{
u′ = λu+ v,
v′ = λv.

Ðåøåíèå äàåòñÿ ðàâåíñòâàìè {
u = (C1t+ C2)eλt,
v = C1e

λt.

Êà÷åñòâåííî îïÿòü ôàçîâûå êðèâûå âûãëÿäÿò òàêæå, êàê â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ ðàçëè÷íûõ êîðíåé îäíîãî
çíàêà, òî åñòü îñîáàÿ òî÷êà áóäåò ÿâëÿòüñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì â ñëó÷àå λ < 0 è íåóñòîé÷èâûì óçëîì ïðè
λ > 0.

Âîçâðàùàÿñü íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü x, y, ìû ïîëó÷èì ïðèíöèïèàëüíî òå æå ôàçîâûå ïîðòðåòû (ñ òî÷íîñòüþ
äî ëèíåéíûõ èñêàæåíèé). Òàêèì îáðàçîì, íà ïëîñêîñòè â ñëó÷àå ïðîñòûõ (òî åñòü îïðåäåëèòåëü ñîîòâåòñòâó-
þùåé ìàòðèöû íå ðàâåí íóëþ) ëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååòñÿ ÷åòûðå òèïà îñîáûõ
òî÷åê: óçåë, ñåäëî, ôîêóñ è öåíòð.

Ýòà êëàññèôèêàöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Èìååò ìåñòî òåîðåìà î ëèíåàðèçàöèè, óòâåðæäà-
þùàÿ, ÷òî åñëè ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, òî ôàçîâûé ïîðòðåò
íåëèíåéíîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé îñîáîé òî÷êè êà÷åñòâåííî ýêâèâàëåíòåí ôàçîâîìó ïîðò-
ðåòó ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû, åñëè òîëüêî îñîáàÿ òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû
âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî êóðñà. Îãðàíè÷èìñÿ ëèøü òîëüêî çàìå÷àíèåì, ÷òî â ñëó÷àå óçëà èëè ôîêóñà óñòîé-
÷èâîñòü îñîáîé òî÷êè (íåëèíåéíîé ñèñòåìû) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ óñòîé÷èâîñòüþ îñîáîé òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùåãî
ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ: óñòîé÷èâîñòü îñîáîé òî÷êè â íóëå äëÿ ñèñòåìû{

x′ = f(x, y),
y′ = g(x, y),
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ãäå 
f(x, y) = ax+ by + ϕ(x, y), ϕ(x, y) =

(x,y)→(0,0)
o(|x|+ |y|),

g(x, y) = cx+ dy + ψ(x, y), ψ(x, y) =
(x,y)→(0,0)

o(|x|+ |y|),

îïðåäåëÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòüþ îñîáîé òî÷êè (óçëà èëè ôîêóñà) ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ{
x′ = ax+ by,
y′ = cx+ dy.

1.3 Ïîíÿòèå î ïðåäåëüíîì öèêëå.

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàëè ðåøåíèÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè òîëüêî â îêðåñòíîñòè
îñîáûõ òî÷åê (èìåþòñÿ â âèäó, êîíå÷íî, íåëèíåéíûå ñèñòåìû). Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ áûâàåò íóæíà èíôîðìàöèÿ î
ãëîáàëüíûõ ðåøåíèÿõ. Âûÿñíåíèå ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîé.
Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äâå íåëèíåéíûå ñèñòåìû ìîãóò èìåòü îäèíàêîâîå ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê îäèíàêîâîãî
õàðàêòåðà (êà÷åñòâåííî ýêâèâàëåíòíûõ) è îäèíàêîâî ðàñïîëîæåííûõ, íî ïðè ýòîì â öåëîì ôàçîâûå ïîðòðå-
òû ýòèõ ñèñòåì íå áóäóò êà÷åñòâåííî ýêâèâàëåíòíûìè. Îäíèì èç èíòåðåñíûõ ïðîÿâëåíèé ãëîáàëüíûõ ôàçîâûõ
ïîðòðåòîâ ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûå öèêëû - èçîëèðîâàííûå çàìêíóòûå îðáèòû, òî åñòü òàêèå çàìêíóòûå ôà-
çîâûå òðàåêòîðèè, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êîòîðûõ íåò äðóãèõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ
ñèñòåìà, èìåþùàÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ âèä{

r′ = 1− r2,
ϕ′ = 1.

Ïðåäåëüíûì öèêëîì òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü r = 1.
Èìåþòñÿ ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû, îïèñûâàþùèå óñëîâèÿ ïîÿâëåíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ (òåîðèÿ Ïóàíêàðå-

Áåíäèêñîíà). Íàïðèìåð, åñëè íåêîòîðàÿ êîìïàêòíàÿ îáëàñòü â ôàçîâîé ïëîñêîñòè îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,
÷òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ñ íà÷àëîì â ýòîé îáëàñòè îñòàåòñÿ â îáëàñòè âî âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè, è
åñëè â ýòîé îáëàñòè íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë.

Ìû îñòàíîâèìñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå îäíîãî ïðîñòîãî êðèòåðèÿ, ãàðàíòèðóþùåãî îòñóòñòâèå ïðåäåëüíûõ öèê-
ëîâ.

Òåîðåìà: ïóñòü â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ôàçîâîé ïëîñêîñòè ôóíêöèè f(x, y) è g(x, y) íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìû, è ñóììà
∂f

∂x
+
∂g

∂y

çíàêîîïðåäåëåííà. Òîãäà â îáëàñòè D íåò çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû{
x′ = f(x, y)
y′ = g(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü êðèâàÿ Γ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé òðàåêòîðèåé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Òîãäà
íà íåé

dy

dx
=
f

g
→ gdx− fdy = 0, (x, y) ∈ Γ.

Ïî ôîðìóëå Ãðèíà ∫
Γ

gdx− fdy = −
∫ ∫
GΓ

(
∂f

∂x
+
∂g

∂y

)
dxdy,

ãäå DΓ - îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ îðáèòîé Γ. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ðàâíà
íóëþ, â òî âðåìÿ êàê ïðàâàÿ - çíàêîîïðåäåëåííà. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå

dy

dx
=
ay + f̃(x)

bx+ g̃(y)

íå èìååò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, åñëè a+ b 6= 0. Äåéñòâèòåëüíî,

∂f

∂x
+
∂g

∂y
= b+ a.
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