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1 Ýëåìåíòàðíûå âîïðîñû êà÷åñòâåííîé òåîðèè íà ïëîñêîñòè.

1.1 Àâòîíîìíûå ñèñòåìû.

Âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ x çàäàåò ïîëîæåíèå íåêîòîðîé ñèñòåìû, x′ è x′′ � ñîîòâåòñòâåííî ñêîðîñòü è
óñêîðåíèå. Çàêîí Íüþòîíà ñâÿçûâàåò óñêîðåíèå ÷àñòèöû è ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà íåå. Ýòî âåäåò ê äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ

x′′ = f(t, x, x′),

ãäå t � âðåìÿ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé

x′′ = f(x, x′), (1)

â êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè. Ïîëàãàÿ x′ = v, ïîëó÷èì ñèñòåìó, ýêâèâàëåíòíóþ óðàâíåíèþ
(1): {

x′ = v
v′ = f(x, v)

(2)

Ýòà ñèñòåìà ëåãêî ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îáå ïåðåìåííûå x è v çàâèñÿò ÿâíî îò t. Åñëè ñ÷èòàòü,
÷òî ýòè çàâèñèìîñòè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé çàïèñüþ ôóíêöèè v(x), íàéäåì

dv

dx
=
f(x, v)

v
. (3)

Ðåøèâ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà (3), ìû íàéäåì ýòó ôóíêöèþ v = v(x). Òîãäà çàâèñèìîñòü
x(t) ìîæåò áûòü íàéäåíà èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ

dx

dt
= v(x).

Ðåøèì, íàïðèìåð, óðàâíåíèå
x′′ + x = 0.

Ðåäóêöèÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äàåò {
x′ = v
v′ = −x

Òîãäà ïîëó÷àåì
dv

dx
= −x

v
,

îòêóäà ñëåäóåò
xdx+ vdv = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Åãî èíòåãðàë

x2 + v2 = C2, C = const.

Òîãäà

v =
dx

dt
=
√
C2 − x2,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ∫
dx√

C2 − x2
=

∫
dt,

òî åñòü
arcsin

x

C
= t+ t0
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èëè

x = C sin(t+ t0).

Åñëè ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïðåäñòàâëåííàÿ ñèñòåìîé (2), èìååò îäíî èëè íåñêîëüêî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, ýòè
ðàâíîâåñíûå ïîëîæåíèÿ ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû êàê ðåøåíèÿ ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ x ÿâëÿåòñÿ êîíñòàí-
òîé, òî åñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

f(x, 0) = 0.

Â îêðåñòíîñòè òàêèõ òî÷åê óðàâíåíèå (3) ñòàíîâèòñÿ íåîïðåäåëåííûì, è òðåáóåòñÿ îòäåëüíàÿ òåõíèêà èññëåäî-
âàíèÿ.

Ïåðåéäåì ê îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àâòîíîìíóþ ñèñòåìó{
x′ = f(x, y)
y′ = g(x, y),

(4)

ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t. Ñ÷èòàÿ y ôóíêöèåé x, íàéäåì

dy

dx
=
g(x, y)

f(x, y)
. (5)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x0, y0), òî åñòü òî÷êà, â êîòîðîé îáå ôóíêöèè f è g
îáðàùàþòñÿ â íîëü îäíîâðåìåííî. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = 0, y0 = 0. Ýòîãî âñåãäà ìîæíî
äîáèòüñÿ ñäâèãîì ñèñòåìû êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè (x, y). Ôóíêöèè f, g ìû áóäåì ñ÷èòàòü äèôôåðåíöèðóåìûìè
â íóëå, òîãäà 

f(x, y) = ax+ by + ϕ(x, y), ϕ =
(x,y)→(0,0)

o(|x|+ |y|),

g(x, y) = ax+ by + ψ(x, y), ψ =
(x,y)→(0,0)

o(|x|+ |y|). (6)

Ìàòðèöà

A =

(
a b
c d

)
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ßêîáè âåêòîð-ôóíêöèè (f, g)t â íóëå.

Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé (4) è (5) ïîõîæå íà ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé,
ñîîòâåòñòâåííî {

x′ = ax+ by
y′ = cx+ dy,

(7)

è
dy

dx
=
cx+ dy

ax+ by

â îêðåñòíîñòè íóëÿ (íåïîäâèæíîé òî÷êè). Óðàâíåíèå (7) íàçûâàåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèÿ (4). Èññëåäóåì
åãî, çàïèñàâ â âèäå

~y′ = A~y, ~y =

(
x
y

)
.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ

λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc) = 0.

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàçëè÷íû è ðàâíû λ1 è λ2. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåê-
òîðû îáîçíà÷èì ÷åðåç ~a1 è ~a2. Îáîçíà÷àÿ ìàòðèöó, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýòè âåêòîðû, ÷åðåç T , íàéäåì

A = TΛT−1, Λ =

(
λ1 0
0 λ2

)
.

Çàìåíà èñêîìîé ôóíêöèè

~z = T−1~y

âåäåò ê ñèñòåìå

~z′ = Λ~z,

ðåøåíèÿ êîòîðîé èìåþò âèä

u = C1e
λ1t, v = C2e

λ2t, ~z =

(
u
v

)
. (8)
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà âåùåñòâåííû è ðàçëè÷íû. Òîãäà íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè u, v ïîëó÷èì
ñåìåéñòâî êðèâûõ

v = kuµ, µ =
λ2
λ1
. (9)

Äëÿ äîêàçàòåîëüñòâà ýòîãî ôàêòà íóæíî âåðíóòüñÿ ê óðàâíåíèÿì (8)

λ1t = ln(u/C1), λ2t = ln(v/C2).

Ïîäåëèâ ýòè óðàâíåíèÿ äðóã íà äðóãà, ïîëó÷èì

λ1
λ2

ln(v/C2) = ln(u/C1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
(v/C2)λ1/λ2 = u/C1 → v = kuµ, µ = λ2/λ1.

�
Åñëè îáà êîðíÿ λ1 è λ2 ïîëîæèòåëüíû, ïîëó÷èòñÿ êàðòèíà, ïðåäñòàâëåííàÿ íà Ðèñ. 2. Ïðè ýòîì ñòðåëî÷êè

óðêàçûâàþò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ. Îñîáàÿ òî÷êà (0, 0) íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì óçëîì.

Ðèñ.2 Íåóñòîé÷èâûé óçåë

Åñëè îáà êîðíÿ îòðèöàòåëüíû, ïîëó÷èòñÿ àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà, íî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ èçìåíèòñÿ íà
ïðîòèâîïîëîæíîå. Îñîáàÿ òî÷êà (0, 0) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì. Åñëè êîðíè ðàçíûõ
çíàêîâ, ôàçîâûé ïîðòðåò ïðèìåò âèä, íàïðèìåð, ïîêàçàííûé íà Ðèñ.3.

Ðèñ.3 Ñåäëî

Â ýòîì ñëó÷àå îñîáàÿ òî÷êà (0, 0) íàçûâàåòñÿ ñåäëîì. ×åòûðå òðàåêòîðèè, âõîäÿùèå èëè âûõîäÿùèå èç
ñåäëîâîé òî÷êè è îòäåëÿþùèå äðóã îò äðóãà ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé òèïà ãèïåðáîë, íàçûâàþòñÿ ñåïàðàòðèñàìè.
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