
Êðàòêèé êîíñïåêò ëåêöèè ïî êóðñó ¾Âûñøàÿ àëãåáðà¿ íà 30.04.2020

4. Ìàòðèöà ïîâîðîòà íà ïëîñêîñòè. Çäåñü ìû ðàçáåðåì äâà âàæíûõ ïðèìåðà îðòîãîíàëü-

íûõ ìàòðèö.

a. Ïóñòü çàäàíû äâå ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâû ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè ñ îáùèì

íà÷àëîì: {O, i⃗, j⃗} � ¾ñòàðàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò¿, {O, i⃗′, j⃗′} � ¾íîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò¿. Äëÿ

îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì îáå ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðàâûìè, ¾íîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò¿

ïîëó÷àåòñÿ èç ¾ñòàðîé ñèñòåìû êîîðäèíàò¿ ïîâîðîòîì íà óãîë φ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ðàäèóñ-âåêòîð a⃗ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî îáîèì áàçèñàì:

a⃗ = ax⃗i+ ay j⃗ = a′x⃗i
′ + a′y j⃗

′.

Âîïðîñ: êàê âûðàçèòü ¾ñòàðûå¿ êîîðäèíàòû ÷åðåç ¾íîâûå¿?

Îòâåò: âûðàçèì ñïåðâà ¾íîâûå¿ îðòû ÷åðåç ¾ñòàðûå¿. Èìåííî, âåêòîð i⃗′ ïîëó÷àåòñÿ ïîâî-

ðîòîì íà óãîë φ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè èç âåêòîðà i⃗. Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòû âåêòîðà i⃗′

� ýòî cosφ è sinφ, ò.å.

i⃗′ = cos φ⃗i+ sinφj⃗.

Àíàëîãè÷íî, âåêòîð j⃗′ ïîëó÷àåòñÿ ïîâîðîòîì íà óãîë φ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè èç âåêòîðà j⃗

èëè ïîâîðîòîì íà óãîë φ+ π
2 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè èç âåêòîðà i⃗. Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòû

âåêòîðà j⃗′ åñòü cos(φ+ π
2 ) = − sinφ è sin(φ+ π

2 ) = cosφ. Òàêèì îáðàçîì,

j⃗′ = − sin φ⃗i+ cosφj⃗.

Äàëåå, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

a⃗ = a′x⃗i
′ + a′y j⃗

′ = a′x(cos φ⃗i+ sinφj⃗) + a′y(− sin φ⃗i+ cosφj⃗) =

= (a′x cosφ− a′y sinφ)⃗i+ (a′x sinφ+ a′y cosφ)⃗j = ax⃗i+ ay j⃗.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå ¾ñòàðûõ¿ êîîðäèíàò ÷åðåç ¾íîâûå¿:{
ax = a′x cosφ− a′y sinφ,
ay = a′x sinφ+ a′y cosφ;

èëè ïî-äðóãîìó: (
ax
ay

)
=

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)(
a′x
a′y

)
.

Îïð. Ìàòðèöó, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

Tφ :=

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
,

íàçûâàþò ìàòðèöåé (ñîáñòâåííîãî) ïîâîðîòà.

Óïð. Ïðîâåðüòå: ìàòðèöà Tφ îðòîãîíàëüíà, detTφ = 1.

b. Ïóñòü çàäàíû òðè ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâû ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè ñ îáùèì

íà÷àëîì: {O, i⃗, j⃗} � ¾ñòàðàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò¿, {O, i⃗′, j⃗′} � ¾íîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò¿

è {O, i⃗′′, j⃗′′} � ¾ñâåðõíîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò¿. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì ïåðâûå

äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðàâûìè, ¾íîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò¿ ïîëó÷àåòñÿ èç ¾ñòàðîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò¿ ïîâîðîòîì íà óãîë φ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. ¾Ñâåðõíîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò¿
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ïîëó÷àåòñÿ èç ¾íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò¿ èçìåíåíèåì íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà j⃗′. Ðàäèóñ-âåêòîð

a⃗ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî âñåì òðåì áàçèñàì:

a⃗ = ax⃗i+ ay j⃗ = a′x⃗i
′ + a′y j⃗

′ = a′′x⃗i
′′ + a′′y j⃗

′′.

Âîïðîñ: êàê âûðàçèòü ¾ñòàðûå¿ êîîðäèíàòû ÷åðåç ¾ñâåðõíîâûå¿?

Îòâåò: íàì óæå èçâåñòíî âûðàæåíèå ¾ñòàðûõ¿ êîîðäèíàò ÷åðåç ¾íîâûå¿. Âûðàçèì òåïåðü

¾íîâûå¿ êîîðäèíàòû ÷åðåç ¾ñâåðõíîâûå¿. Ñïåðâà âûðàçèì ¾ñâåðõíîâûå¿ îðòû ÷åðåç ¾íîâûå¿.

Èìåííî, î÷åâèäíû ðàâåíñòâà i⃗′′ = i⃗′, j⃗′′ = −j⃗′. Êàê è âûøå âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè âûðàæåíèÿ-

ìè:

a⃗ = a′′x⃗i
′′ + a′′y j⃗

′′ = a′′x⃗i
′ + a′′y(−j⃗′) = a′′x⃗i

′ − a′′y j⃗
′ = a′x⃗i

′ + a′y j⃗
′.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå ¾íîâûõ¿ êîîðäèíàò ÷åðåç ¾ñâåðõíîâûå¿:{
a′x = a′′x,
a′y = −a′′y .

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â âûðàæåíèÿ ¾ñòàðûõ¿ êîîðäèíàò ÷åðåç ¾íîâûå¿ è ïîëó÷èì{
ax = a′′x cosφ+ a′′y sinφ,
ay = a′′x sinφ− a′′y cosφ;

èëè â âåêòîðíîì âèäå (
ax
ay

)
=

(
cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)(
a′′x
a′′y

)
.

Îïð. Ìàòðèöó, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

T̃φ :=

(
cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)
,

íàçîâåì ìàòðèöåé íåñîáñòâåííîãî ïîâîðîòà.

Óïð. Ïðîâåðüòå: ìàòðèöà T̃φ îðòîãîíàëüíà, detT̃φ = −1.

Òåîðåìà 9.5. Âñÿêàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà T ∈ M2,2(R) ÿâëÿåòñÿ ëèáî ìàòðèöåé ñîáñòâåí-

íîãî ïîâîðîòà (åñëè åå îïðåäåëèòåëü åäèíèöà), ëèáî ìàòðèöåé íåñîáñòâåííîãî ïîâîðîòà (åñëè

detT = −1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T =

(
a b
c d

)
∈ M2,2(R) � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïîñêîëüêó âû-

ïîëíåíî óñëîâèå a2 + c2 = 1, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé óãîë φ ∈ [0, 2π) óäîâëåòâîðÿþùèé

óðàâíåíèÿì {
cosφ = a,
sinφ = c.

Ïóñòü, íàïðèìåð, a = cosφ ̸= 0. Èç óñëîâèÿ ab + cd = 0 íàõîäèì b = − c
ad ⇔ b = −tgφd. Â

ñèëó óñëîâèÿ b2 + d2 = 1 ïîëó÷àåì

(1 + tg2φ)d2 = 1 ⇔ d2 = cos2 φ;

òàêèì îáðàçîì ëèáî b = sinφ, d = − cosφ ëèáî b = − sinφ, d = cosφ, ò.å.

T =

(
cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)
ëèáî T =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
.

�

5. Ìàòðèöà ïîâîðîòà â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü çàäàíû äâå ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâû ñè-

ñòåìû êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå ñ îáùèì íà÷àëîì: {O, i⃗, j⃗, k⃗} � ¾ñòàðàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò¿,

{O, i⃗′, j⃗′, k⃗′} � ¾íîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò¿. Îáå ñèñòåìû âåêòîðîâ ìû ñ÷èòàåì îðòîíîðìèðî-

âàííûìè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ¾íîâûé¿ áàçèñ ïîëó÷àåòñÿ èç ñòàðîãî ïîâîðîòîì
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ëèáî ïîâîðîòîì è èçìåíåíèåì íàïðàâëåíèÿ îäíîãî èç âåêòîðîâ. Ëþáîé ðàäèóñ-âåêòîð a⃗ ìîæíî

ðàçëîæèòü ïî îáîèì áàçèñàì:

a⃗ = ax⃗i+ ay j⃗ + az k⃗ = a′x⃗i
′ + a′y j⃗

′ + a′z k⃗
′.

Âîïðîñ: êàê âûðàçèòü ¾ñòàðûå¿ êîîðäèíàòû ÷åðåç ¾íîâûå¿?

Îòâåò: êàê è âûøå âûðàçèì ¾íîâûå¿ îðòû ÷åðåç ¾ñòàðûå¿ îðòû. Ïîñêîëüêó ñòàðûé áàçèñ

îðòîíîðìèðîâàí, ìû ëåãêî âûðàçèì ¾íîâûå¿ îðòû ÷åðåç ¾ñòàðûå¿:

i⃗′ = (⃗i′, i⃗)⃗i+ (⃗i′, j⃗)⃗j + (⃗i′, k⃗)k⃗;

j⃗′ = (⃗j′, i⃗)⃗i+ (⃗j′, j⃗)⃗j + (⃗j′, k⃗)k⃗;

k⃗′ = (k⃗′, i⃗)⃗i+ (k⃗′, j⃗)⃗j + (k⃗′, k⃗)k⃗.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

a⃗ = a′x⃗i
′ + a′y j⃗

′ + a′z k⃗
′ = a′x((⃗i

′, i⃗)⃗i+ (⃗i′, j⃗)⃗j + (⃗i′, k⃗)k⃗)+

+ a′y((⃗j
′, i⃗)⃗i+ (⃗j′, j⃗)⃗j + (⃗j′, k⃗)k⃗) + a′z((k⃗

′, i⃗)⃗i+ (k⃗′, j⃗)⃗j + (k⃗′, k⃗)k⃗) =

= (a′x(⃗i
′, i⃗) + a′y (⃗j

′, i⃗) + a′z(k⃗
′, i⃗))⃗i+ (a′x(⃗i

′, j⃗) + a′y (⃗j
′, j⃗) + a′z(k⃗

′, j⃗))⃗j+

+ (a′x(⃗i
′, k⃗) + a′y (⃗j

′, k⃗) + a′z(k⃗
′, k⃗))k⃗ = ax⃗i+ ay j⃗ + az k⃗.

Òàêèì îáðàçîì, ¾ñòàðûå¿ êîîðäèíàòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ¾íîâûå¿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
ax = a′x(⃗i

′, i⃗) + a′y (⃗j
′, i⃗) + a′z(k⃗

′, i⃗),

ay = a′x(⃗i
′, j⃗) + a′y (⃗j

′, j⃗) + a′z(k⃗
′, j⃗),

az = a′x(⃗i
′, k⃗) + a′y (⃗j

′, k⃗) + a′z(k⃗
′, k⃗).

Çàïèøåì ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà â âåêòîðíîì âèäåax
ay
az

 =

 (⃗i′, i⃗) (⃗j′, i⃗) (k⃗′, i⃗)

(⃗i′, j⃗) (⃗j′, j⃗) (k⃗′, j⃗)

(⃗i′, k⃗) (⃗j′, k⃗) (k⃗′, k⃗)


a′x
a′y
a′z

 .

Óïð. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìàòðèöà

T :=

 (⃗i′, i⃗) (⃗j′, i⃗) (k⃗′, i⃗)

(⃗i′, j⃗) (⃗j′, j⃗) (k⃗′, j⃗)

(⃗i′, k⃗) (⃗j′, k⃗) (k⃗′, k⃗)


îðòîãîíàëüíà.

Îïð. Ìàòðèöó, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

T :=

 (⃗i′, i⃗) (⃗j′, i⃗) (k⃗′, i⃗)

(⃗i′, j⃗) (⃗j′, j⃗) (k⃗′, j⃗)

(⃗i′, k⃗) (⃗j′, k⃗) (k⃗′, k⃗)


áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé ïîâîðîòà â ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì, åñëè detT = 1 áóäåì íàçûâàòü

ïîâîðîò ñîáñòâåííûì, à åñëè detT = −1 áóäåì íàçûâàòü ïîâîðîò íåñîáñòâåííûì.

Ñîáñòâåííûé ïîâîðîò ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ òðîéêè áàçèñíûõ âåêòîðîâ (ò.å. ÿâëÿåòñÿ ¾íà-

ñòîÿùèì¿ ïîâîðîòîì), à íåñîáñòâåííûé ïîâîðîò ìåíÿåò îðèåíòàöèþ òðîéêè áàçèñíûõ âåê-

òîðîâ (è ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ñîáñòâåííîãî ïîâîðîòà è èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ îäíîãî èç

áàçèñíûõ âåêòîðîâ).

Òåîðåìà 9.6. Âñÿêàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà T ∈ M3,3(R) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïîâîðîòà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà

T :=

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


îðòîãîíàëüíà. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {⃗i, j⃗, k⃗} â ïðîñòðàíñòâå. Ðàñ-

ñìîòðèì âåêòîðû

i⃗′ = a11⃗i+ a21j⃗ + a31k⃗;

j⃗′ = a12⃗i+ a22j⃗ + a32k⃗;

k⃗′ = a13⃗i+ a23j⃗ + a33k⃗.

Ïîñêîëüêó ñòîëáöû ìàòðèöû T îðòîíîðìèðîâàíû, âåêòîðû {⃗i′, j⃗′, k⃗′} îðòîíîðìèðîâàíû (óïð.

ïðîâåðüòå ýòî). Ïðè ýòîì î÷åâèäíû ðàâåíñòâà
a11 = (⃗i′, i⃗), a12 = (⃗j′, i⃗), a13 = (k⃗′, i⃗),

a21 = (⃗i′, j⃗), a22 = (⃗j′, j⃗), a23 = (k⃗′, j⃗),

a31 = (⃗i′, k⃗, ) a32 = (⃗j′, k⃗), a33 = (k⃗′, k⃗).

Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

T =

 (⃗i′, i⃗) (⃗j′, i⃗) (k⃗′, i⃗)

(⃗i′, j⃗) (⃗j′, j⃗) (k⃗′, j⃗)

(⃗i′, k⃗) (⃗j′, k⃗) (k⃗′, k⃗)

 .

�

�10. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

1. Ñîïðÿæåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ëåììà 10.1. Ïóñòü E � êîìïëåêñíîå êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ Λ(E),

{ek}nk=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â E, aij := (Aej , ei), i, j = 1, . . . , n. Òîãäà ìàòðèöà

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann


èçîáðàæàåò îïåðàòîð A â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2.2 (ëåêöèÿ îò 13.04.2020, Ãë. V, �2, ï.3) âåêòîð Aej ðàñêëàäû-

âàåòñÿ ïî áàçèñó {ei}ni=1 ñëåäóþùèì îáðàçîì

Aej =
n∑

i=1

(Aej , ei)ei, j = 1, . . . , n.

Òàêèì îáðàçîì, j-ì ñòîëáöîì èçîáðàæàþùåé ìàòðèöû (ñì. ëåêöèþ îò 26.04.2020, Ãë.IV, �3,

ï.6) îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ âåêòîð 
(Aej , e1)
(Aej , e2)

...
(Aej , en)

 ,

÷òî è äîêàçûâàåò íàøó ëåììó. �

Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü E � êîìïëåêñíîå êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ Λ(E).

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îïåðàòîð B ∈ Λ(E), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

∀x, y ∈ E (Ax, y) = (x,By). (+)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñóùåñòâîâàíèå. Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ek}nk=1 â E.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð B ∈ Λ(E) íà âåêòîðàõ áàçèñà:

Bej =
n∑

i=1

(ej ,Aei)ei, j = 1, . . . , n.

Ïî òåîðåìå 5.1 òàêîé îïåðàòîð B ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí. Îòìåòèì ðàâåíñòâî

(ek,Bej) =
n∑

i=1

(ek, (ej ,Aei)ei) =
n∑

i=1

(ej ,Aei) (ek, ei) = (ej ,Aek) = (Aek, ej).

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííûé îïåðàòîð B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (+). Â ñàìîì äåëå

∀x =

n∑
k=1

αkek ∈ E, y =

n∑
k=1

βkek ∈ E (x,By) =

=

n∑
i=1

n∑
j=1

αiβj(ei,Bej) =
n∑

i=1

n∑
j=1

αiβj(Aei, ej) = (Ax, y).

Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü. Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ek}nk=1 â E.

Ïóñòü ëèíåéíûå îïåðàòîðû B1 è B2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (+). Òîãäà ïî Ëåììå 8.1 îíè

èçîáðàæàþòñÿ îäèíàêîâûìè ìàòðèöàìè â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

òåîðåìå 3.5 (ëåêöèÿ îò 26.03.2020, Ãë.IV, �3, ï.6), îïåðàòîðû B1 è B2 ñîâïàäàþò. �

Îïð. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A,B ∈ Λ(E),

∀x, y ∈ E (Ax, y) = (x,By).

Òîãäà îïåðàòîð B îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A∗ è íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó A.

Ñâîéñòâà.

1) (A+ B)∗ = A∗ + B∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

((A+ B)x, y) = (Ax, y) + (Bx, y) = (x,A∗y) + (x,B∗y) = (x, (A∗ + B∗)y).

�

2) (αA)∗ = α(A∗).

Äîêàçàòåëüñòâî.

(αAx, y) = α(x,A∗y) = (x, αA∗y).

�

3) (AB)∗ = B∗A∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(ABx, y) = (Bx,A∗y) = (x,B∗A∗y).

�

4) (A∗)∗ = A.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

(A∗x, y) = (y,A∗x) = (Ay, x) = (x,Ay).

�

5) I∗ = I.

6) O∗ = O.

7) (A∗x, y) = (x,Ay).

Äîêàçàòåëüñòâî.

(A∗x, y) = (y,A∗x) = (Ay, x) = (x,Ay).

�

8) Ïóñòü {ek}nk=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â E; îïåðàòîð A ∈ Λ(E) èçîáðàæàåòñÿ

ìàòðèöåé A ∈ Mn,n(R) â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1 (ñì. ëåêöèþ îò 26.03.2020,

Ãë.IV, �3, ï.6). Òîãäà îïåðàòîð A∗ èçîáðàæàåòñÿ ìàòðèöåé A∗ â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1,

{ek}nk=1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð A∗ èçîáðàæàåòñÿ ìàòðèöåé B â ïàðå áàçèñîâ

{ek}nk=1, {ek}nk=1. Ïî ëåììå 8.1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

[B]ij = (A∗ej , ei) = (ej ,Aei) = (Aei, ej) = [A]ji.

�

9) detA∗ = detA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà 8. �

10) TrA∗ = TrA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà 8. �

11) rankA∗ = rankA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.5 (ñì. ëåêöèþ îò 26.03.2020, Ãë.IV, �3,

ï.6) è ñâîéñòâà 1 (ñì. ëåêöèþ îò 26.03.2020, Ãë.IV, �3, ï.7), ðàíã îïåðàòîðà ñîâïàäàåò

ñ ðàíãîì èçîáðàæàþùåé åãî ìàòðèöû, ðàíã æå ìàòðèöû ïðè ñîïðÿæåíèè íå ìåíÿåòñÿ.

�

Îïð. Ïóñòü E � êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; òîãäà îïåðàòîð A ∈ Λ(E) íàçûâàåòñÿ

ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè A∗ = A.

Ñâîéñòâà.

1) Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A ∈ Λ(E) îïåðàòîð Are :=
1
2 (A+ A∗) � ñàìîñîïðÿæåííûé.

2) Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A ∈ Λ(E) îïåðàòîð Aim := 1
2i (A− A∗) � ñàìîñîïðÿæåííûé.

3) Êàæäûé îïåðàòîð A ∈ Λ(E) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó A = Are + iAim.
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2. Òåîðåìà îá îáðàçå îïåðàòîðà è ÿäðå ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â êîìïëåêñíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 10.3. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; òîãäà äëÿ

âñÿêîãî A ∈ Λ(E) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

RanA⊕KerA∗ = E

Äîêàçàòåëüñòâî.

z ∈ (RanA)⊥ ⇔ ∀f ∈ RanA (z, f) = 0 ⇔ ∀x ∈ E (z,Ax) = 0 ⇔

∀x ∈ E (A∗z, x) = 0 ⇔ A∗z = O ⇔ z ∈ KerA∗.

�

Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 10.3. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî;

òîãäà äëÿ âñÿêîãî A ∈ Λ(E) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) KerA∗ = {O} ⇔ RanA = E.

2) KerA = {O} ⇔ RanA∗ = E.

3) KerA = {O} ⇔ RanA = E.

4) Óðàâíåíèå Ax = f èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f⊥KerA∗.

5) Óðàâíåíèå Ax = f èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

óðàâíåíèå A∗x = O èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

6) Óðàâíåíèå Ax = f èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

óðàâíåíèå Ax = O èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

7) KerA = {O} ⇔ KerA∗ = {O}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ 1), 2) è 5) ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 10.3. Óòâåð-

æäåíèå 3) âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 2) è ñîîòíîøåíèé

dimRanA = rankA = rankA∗ = dimRanA∗.

Óòâåðæäåíèå 4) ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 10.3. Óòâåðæäåíèå 6) ñëåäóåò èç óòâåð-

æäåíèÿ 3). Óòâåðæäåíèå 7) âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèé 1) è 3). �

Îòìåòèì, ÷òî øåñòîå ñëåäñòâèå ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé Ôðåäãîëüìà äëÿ îïåðà-

òîðîâ â êîíå÷íîìåðíîì êîìïåëêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

3. Óíèòàðíûé îïåðàòîð â êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïð. Ïóñòü E � êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; îïåðàòîð U ∈ Λ(E) íàçûâàåòñÿ óíè-

òàðíûì, åñëè ïðè âñåõ x ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ∥Ux∥ = ∥x∥.

Òåîðåìà 10.4. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; U ∈ Λ(E).

Òîãäà ñëåäóþùèå ôàêòû ýêâèâàëåíòíû:

(i) U � óíèòàðíûé;

(ii) ïðè âñåõ x, y,∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (Ux,Uy) = (x, y);

(iii) U∗U = I;

(iv) UU∗ = I;
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(v) îïåðàòîð U � áèåêöèÿ, è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî U−1 = U∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(i)⇒(ii) Ïðè âñåõ x, y ∈ E ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

∥U(x+ y)∥ = ∥(x+ y)∥ ⇔ ∥U(x+ y)∥2 = ∥(x+ y)∥2 ⇔

∥Ux∥2 + 2Re(Ux,Uy) + ∥Uy∥2 = ∥x∥2 + 2Re(x, y) + ∥y∥2 ⇒ Re(Ux,Uy) = Re(x, y).

∥U(x+ iy)∥ = ∥(x+ iy)∥ ⇔ ∥U(x+ iy)∥2 = ∥(x+ iy)∥2 ⇔

∥Ux∥2 + 2Re(Ux,Uiy) + ∥Uiy∥2 = ∥x∥2 + 2Re(x, iy) + ∥iy∥2 ⇒

⇒ Re(Ux,Uiy) = Re(x, iy) ⇔

⇔ Re(−i)(Ux,Uy) = Re(−i)(x, y) ⇔ Im(Ux,Uy) = Im(x, y).

(ii)⇒(iii) Çàäàäèì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ek}nk=1 â E. Ïðè âñåõ x, y ∈ E ñïðàâåäëèâû ðà-

âåíñòâà

(U∗Ux, y) = (Ux,Uy) = (x, y) = (Ix, y).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 8.1, îïåðàòîðû U∗U è I â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1

èçîáðàæàþòñÿ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé; òàêèì îáðàçîì U∗U = I.

(iii)⇒(iv) Èç ðàâåíñòâà U∗U = I âûòåêàåò ðàâåíñòâî RanU∗ = E. Ñëåäîâàòåëüíî (ò.ê. rankU =

rankU∗), èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî RanU = E. Êðîìå òîãî, ïî âòîðîìó ñëåäñòâèþ èç

òåîðåìû 10.3 èç ðàâåíñòâà RanU∗ = E âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå KerU = {O}. Òàêèì îá-

ðàçîì îïåðàòîð U : E → E � áèåêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð

U−1, à ñëåäîâàòåëüíî U−1 = U∗, è çíà÷èò UU∗ = I.

(iv)⇒(v) Èç ðàâåíñòâà UU∗ = I âûòåêàåò ðàâåíñòâî RanU = E, à âìåñòå ñ íèì (â ñèëó òåîðåìû

10.3 è ðàâåíñòâà rankU = rankU∗) ðàâåíñòâà RanU∗ = E, KerU = {O}. Òàêèì îáðàçîì

îïåðàòîð U � áèåêöèÿ, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò îïåðàòîð U−1, è çíà÷èò U−1 = U∗.

(v)⇒(i) Ïðè âñåõ x ∈ E ñïðàâåäëèâî

∥Ux∥2 = (Ux,Ux) = (U∗Ux, x) = (Ix, x) = (x, x) = ∥x∥2.

�

Ñâîéñòâà óíèòàðíîãî îïåðàòîðà.

1) Åñëè U óíèòàðíûé îïåðàòîð, òî U∗ = U−1 � óíèòàðíûé.

2) Åäèíè÷íûé îïåðàòîð I � óíèòàðíûé.

3) Åñëè U1 è U2 � óíèòàðíûå, òî U1U2 � óíèòàðíûé.

4) Ïóñòü {ek}nk=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â E, U ∈ Λ(E) � óíèòàðíûé îïåðàòîð,

èçîáðàæàþùèéñÿ â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1 ìàòðèöåé U . Òîãäà ìàòðèöà U îá-

ðàòèìà è U∗ = U−1.

5) Åñëè U óíèòàðíûé îïåðàòîð, òî |detU| = 1.

Îïð. Ìàòðèöó U ∈ Mn,n(R) íàçûâàþò óíèòàðíîé, åñëè îíà îáðàòèìà è U∗ = U−1.

Ïðèìåð. Âñÿêàÿ âåùåñòâåííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà óíèòàðíà.
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Ïðåäëîæåíèå 10.5.Ìàòðèöà U ∈ Mn,n(C) óíèòàðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ñòîëáöû

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà U ∈ Mn,n(U) óíèòàðíà. Çàäàäèì ëèíåéíûé îïåðàòîð U :

Cn → Cn ðàâåíñòâîì Ux⃗ = U · x⃗, x⃗ ∈ Cn. Ìàòðèöà V èçîáðàæàåò îïåðàòîð U â ïàðå ñòàí-

äàðòíûõ áàçèñîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð U∗ èçîáðàæàåòñÿ ìàòðèöåé U∗, à çíà÷èò U∗U = I,

è îïåðàòîð U � óíèòàðíûé. Ñòîëáöû ìàòðèöû U åñòü âåêòîðû f⃗k = Ue⃗k, ãäå {e⃗k}nk=1 � ñòàí-

äàðòíûé áàçèñ â Cn. Ïîñêîëüêó ñòàíäàðòíûé áàçèñ îðòîíîðìèðîâàí, à îïåðàòîð U ñîõðàíÿåò

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, íàáîð âåêòîðîâ {f⃗k}nk=1 òàê æå îðòîíîðìèðîâàí. Òàêèì îáðàçîì

ñòîëáöà ìàòðèöû U îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Cn.

Ïóñòü ñòîëáöû {f⃗k}nk=1 ìàòðèöû U îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Cn. Çàäàäèì

ëèíåéíûé îïåðàòîð U : Cn → Cn ðàâåíñòâîì Ux⃗ = U · x⃗, x⃗ ∈ Cn. Ìàòðèöà U èçîáðàæàåò îïå-

ðàòîð U â ïàðå ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ {e⃗k}nk=1, {e⃗k}nk=1. Äëÿ âñÿêîãî x⃗ =
n∑

k=1

αke⃗k ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî Ux⃗ =
n∑

k=1

αkf⃗k. Ïðè ýòîì âûïîëíåíî

∥x⃗∥2 =

n∑
k=1

|αk|2 = ∥Ux⃗∥2.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð U � óíèòàðíûé, è ìàòðèöà U óíèòàðíàÿ. �


