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�4. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êâàäðàòíîé ìàòðèöû. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà êâàä-

ðàòíîé ìàòðèöû.

Îïð.ÏóñòüA ∈ Mn,n(K)� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû

A íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ:

dA(λ) = det(A− λIn), λ ∈ C.

Çäåñü In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n× n.

Ïðåäëîæåíèå 4.1 Äëÿ âñÿêîé ìàòðèöû A ∈ Mn,n(K) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) dA(λ) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n;

2) ñòàðøèé êîýôôèöèåíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà dA(λ) ðàâåí (−1)n, êîýôôè-

öèåíò ïðè ñòåïåíè λn−1 � (−1)n−1TrA, ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà dA(λ) ðàâåí detA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî óòâåðæäåíèå òîëüêî ïðè n = 2:

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
, A− λI =

(
a11 − λ a12
a21 a22 − λ

)
, dA(λ) =

∣∣∣∣a11 − λ a12
a21 a22 − λ

∣∣∣∣ =
= (a11 − λ)(a22 − λ)− a12a21 = λ2 − (a11 + a22)λ+ (a11a22 − a12a21), λ ∈ C.

�

Òåîðåìà 4.2. Ãàóññà. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí (ñòåïåíè íå íèæå ïåðâîé) èìååò õîòÿ áû îäèí

êîìïëåêñíûé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç äîêàçàòåëüñòâà. �

Ñëåäñòâèå 4.3. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí P (λ) = anλ
n + · · · + a0, n > 1, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí

â âèäå P (λ) = an(λ − µ1)
σ1 . . . (λ − µp)

σp , ãäå µ1, . . . , µp � âñå ðàçëè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

P (λ), σ1, . . . , σp ∈ N. Ïðè ýòîì, îïèñàííîå âûøå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî, ñ òî÷íîñòüþ äî

ïåðåíóìåðàöèè êîðíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç äîêàçàòåëüñòâà. �

Îáîçíà÷åíèå. ×èñëà σ1, . . . , σp íàçûâàþòñÿ êðàòíîñòÿìè êîðíåé µ1, . . . , µp.

Çàìå÷àíèå. Èíîãäà íàì áóäåò óäîáåí äðóãîé ñïîñîá íóìåðàöèè êîðíåé:

P (λ) = an(λ− λ1) . . . (λ− λn).

Çäåñü {λk}nk=1 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà P (λ), çàíóìåðîâàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé (ò.å. ñðåäè

êîðíåé ìîãóò áûòü è îäèíàêîâûå, êàæäûé êîðåíü ïîâòîðÿåòñÿ ñòîëüêî ðàç êàêîâà åãî êðàò-

íîñòü).

Îïð. Ïóñòü A ∈ Mn,n(K) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, dA(λ) � åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí;

dA(λ) = (−1)n(λ− µ1)
σ1 . . . (λ− µp)

σp . Òîãäà êîðíè {µk}pk=1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

dA(λ) íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A, à ÷èñëà σ1, . . . , σp íàçûâàþòñÿ àëãåá-

ðàè÷åñêèìè êðàòíîñòÿìè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µ1, . . . , µp.
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Çàìå÷àíèå. Èíîãäà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äðóãîé ñïîñîá íóìåðàöèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

ìàòðèöà A:

dA(λ) = (−1)n(λ− λ1) . . . (λ− λn). (∗)

Çäåñü λ1, . . . , λn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A, çàíóìåðîâàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè (òåïåðü

ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìîãóò áûòü è îäèíàêîâûìè; êàæäîå ïîâòîðÿåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî

êðàòíîñòü).

Ñâîéñòâà. Ñðàâíèâàÿ ðàâåíñòâî (∗) ñ ïðåäëîæåíèåì 4.1, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ:

1) TrA =
n∑

i=1

λi;

2) detA = λ1 · λ2 · . . . · λn;

3) detA = 0 ⇔ 0 � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A.

Çàìå÷àíèå. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè, äàæå åñëè ìàòðèöà A

� âåùåñòâåííàÿ:

A =

(
0 −1
1 0

)
, A− λI =

(
−λ −1
1 −λ

)
, dA(λ) =

∣∣∣∣−λ −1
1 −λ

∣∣∣∣ =
= λ2 + 1 = (λ+ i)(λ− i), λ ∈ C.

2. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïå-

ðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç êîìïëåêñíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà E â E. Àëãåáðàè-

÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî

èç êîìïëåêñíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà E â E.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ìû âïåðâûå îòäåëüíî ðàçáèðàåì êîìïëåêñíûé ñëó÷àé.

Îïð. Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C, A : E → E � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

×èñëî λ ∈ C íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîðà A, åñëè óðàâíåíèå Ax = λx èìååò

íåòðèâèàëüíîå (íåíóëåâîå) ðåøåíèå. Ïðè ýòîì âñÿêîå íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ax = λx

íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ.

Ñâîéñòâà.

1) Ax = λx ⇔ (A− λI)x = O;

2) x � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû äâà

óñëîâèÿ: x ̸= O, x ∈ Ker(A− λI).

Îïð. Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C, A : E → E � ëèíåéíûé îïåðàòîð,

λ ∈ C � ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà A; òîãäà ìíîæåñòâî Ker(A − λI) =: Fλ íàçûâàåòñÿ

ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ.

Ìíîãî ëè ìîæåò áûòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Íà ýòîò âîïðîñ îòâå÷àåò

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C; {ek}nk=1 �

áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå E; A : E → E � ëèíåéíûé îïåðàòîð; ïóñòü A ∈ Mn,n(C) � èçîáðàæàåò

îïåðàòîð A â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1. Òîãäà âåðíî:

1) λ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî

ìàòðèöû A.
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2) Âåêòîð x =
n∑

k=1

αkek ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó Ker(A−λI) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà

(A− λIn) ·


α1

α2

...
αn

 = 0⃗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Â ñàìîì äåëå, åäèíè÷íûé îïå-

ðàòîð èçîáðàæàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, à ïîòîìó îïåðàòîð A− λI èçîáðàæàåòñÿ ìàòðèöåé

A−λIn. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî x =
n∑

k=1

αkek ∈ E êîîðäèíàòû âåêòîðà (A−λI)x =
n∑

k=1

βkek

äàþòñÿ ðàâåíñòâîì 
β1

β2

...
βn

 = (A− λIn) ·


α1

α2

...
αn

 .

Îòêóäà è âûòåêàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû:

(A− λI)x = O ⇔ (A− λIn) ·


α1

α2

...
αn

 = 0⃗.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå Ax = λx èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå â òîì è òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, êîãäà óðàâíåíèå

(A− λIn) ·


α1

α2

...
αn

 = 0⃗

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó det(A − λIn) = 0, îçíà÷àþùåìó

÷òî λ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A. �

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C; {ek}nk=1, {ẽk}nk=1

� áàçèñû â ïðîñòðàíñòâå E; A : E → E � ëèíåéíûé îïåðàòîð; ïóñòü A ∈ Mn,n(C) � èçîáðà-

æàåò îïåðàòîð A â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1, Ã ∈ Mn,n(C) � èçîáðàæàåò îïåðàòîð A â

ïàðå áàçèñîâ {ẽk}nk=1, {ẽk}nk=1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ìàòðèö

A è Ã ñîâïàäàþò (à çíà÷èò ñîâïàäàþò ñëåäû è îïðåäåëèòåëè ìàòðèö A è Ã).

Îïð. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C; {ek}nk=1 � áàçèñ â

ïðîñòðàíñòâå E; A : E → E � ëèíåéíûé îïåðàòîð; ïóñòü A ∈ Mn,n(C) � èçîáðàæàåò îïåðàòîð

A â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí dA(λ) ìàòðèöû A

áóäåì òàêæå íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àòü dA(λ);

TrA := TrA, detA := detA.

Îïð. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C, A : E → E � ëèíåé-

íûé îïåðàòîð, dA(λ) = (−1)n(λ − µ1)
σ1 . . . (λ − µp)

σp (ãäå µ1, . . . , µp � âñå ðàçëè÷íûå êîðíè

ìíîãî÷ëåíà dA(λ)); òîãäà ÷èñëà σ1, . . . , σp � íàçûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè êðàòíîñòÿìè ñîá-

ñòâåííûõ ÷èñåë µ1, . . . , µp îïåðàòîðà A; ÷èñëà τ1 = dimKer(A−µ1I), . . . , τp = dimKer(A−µpI)
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íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè êðàòíîñòÿìè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µ1, . . . , µp îïåðàòîðà A. Ñëå-

äóþùèé íàáîð

σ(A) :=

µ1, µ2, . . . µp

σ1, σ2, . . . σp

τ1, τ2, . . . τp


íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà A.

Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C, A : E → E �

ëèíåéíûé îïåðàòîð,

σ(A) :=

µ1, µ2, . . . µp

σ1, σ2, . . . σp

τ1, τ2, . . . τp


� ñïåêòð îïåðàòîðà A. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ: 1 6 τi 6 σi 6 dimE, i = 1, . . . , p,

σ1 + · · ·+ σp = dimE.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé î ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C, A : E → E �

ëèíåéíûé îïåðàòîð,

σ(A) :=

µ1, µ2, . . . µp

σ1, σ2, . . . σp

τ1, τ2, . . . τp


� ñïåêòð îïåðàòîðà A. Òîãäà ñóììà ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Fµ1 + · · ·+ Fµp � ïðÿìàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì íåêîòîðûé âåêòîð x ∈ Fµ1 + · · ·+ Fµp èìååò ïðåäñòàâëåíèÿ

x = f1 + · · ·+ fp = g1 + · · ·+ gp, ãäå fi, gi ∈ Fµi , i = 1, . . . , p.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(f1 − g1) + (f2 − g2) + (f3 − g3) + · · ·+ (fp − gp) = O.

Ïîäåéñòâóåì íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîì A − µ1; ó÷òåì,

÷òî íà ëþáîé âåêòîð hj èç Fµj
îïåðàòîð A äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå Ahj = µjhj , à çíà÷èò

(A− µ1I)hj = (µj − µ1)hj . Ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

(µ1 − µ1)(f1 − g1) + (µ2 − µ1)(f2 − g2) + (µ3 − µ1)(f3 − g3) + · · ·+ (µp − µ1)(fp − gp) = O.

Âûáðîñèì ïåðâîå (ðàâíîå íóëþ) ñëàãàåìîå. Ïîäåéñòâóåì íà ïîëó÷åííîå îïåðàòîðîì A − µ2I

è ïîëó÷èì

(µ3 − µ2)(µ3 − µ1)(f3 − g3) + · · ·+ (µp − µ2)(µp − µ1)(fp − gp) = O.

Ïðîäîëæàÿ äåéñòâîâàòü òàê æå, â êîíöå êîíöîâ ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ

(µp−1 − µp−2) . . . (µp−1 − µ1)(fp−1 − gp−1) + (µp − µp−2) . . . (µp − µ1)(fp − gp) = O.

Ïîäåéñòâîâàâ íà ýòî ðàâåíñòâî îïåðàòîðîì A− µp−1I ïîëó÷èì

(µp − µp−1) . . . (µp − µ1)(fp − gp) = O,

îòêóäà íåìåäëåííî âûòåêàåò fp − gp = O. Íî òîãäà èç ïðåäïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò

fp−1 − gp−1 = O è äàëåå, ðàññóæäàÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ

f1 − g1 = · · · = fp − gp = O.

�
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Ñëåäñòâèå 4.7. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.6 îáúåäèíåíèå áàçèñîâ ïîäïðîñòðàíñòâ Fµ1
, . . . , Fµp

åñòü áàçèñ â ïðÿìîé ñóììå Fµ1
+̇ . . . +̇Fµp

.

3. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïå-

ðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç Cn â Cn. Àëãåáðàè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòè

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç Cn â Cn.

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïðèìåíèì âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê ñëó÷àþ îïåðàòîðà, äåéñòâóþùå-

ãî èç Cn â Cn. Áîëåå òîãî, äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïîâòîðèì áîëüøóþ ÷àñòü îïðåäåëåíèé

òåîðåì è äîêàçàòåëüñòâ ñïåöèàëüíî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.

Îïð. Ïóñòü A : Cn → Cn � ëèíåéíûé îïåðàòîð. ×èñëî λ ∈ C íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì

îïåðàòîðà A, åñëè óðàâíåíèå Ax⃗ = λx⃗ èìååò íåòðèâèàëüíîå (íåíóëåâîå) ðåøåíèå. Ïðè ýòîì

âñÿêîå íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ax⃗ = λx⃗ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà

A, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ.

Ñâîéñòâà.

1) Ax⃗ = λx⃗ ⇔ (A− λI)x⃗ = 0⃗;

2) x⃗ � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû äâà

óñëîâèÿ: x⃗ ̸= 0⃗, x⃗ ∈ Ker(A− λI).

Îïð. Ïóñòü A : Cn → Cn � ëèíåéíûé îïåðàòîð, λ ∈ C � ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà A;

òîãäà ìíîæåñòâî Ker(A− λI) =: Fλ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A,

îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ.

Íàïîìíèì: ìàòðèöà A ∈ Mn,n(C) çàäàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð A : Cn → Cn, åñëè ïðè âñåõ

x⃗ ∈ Cn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ax⃗ = A · x⃗.

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü A : Cn → Cn � ëèíåéíûé îïåðàòîð; A ∈ Mn,n(C) çàäàåò îïåðàòîð A.

Òîãäà λ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà A åñëè è òîëüêî åñëè λ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû

A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

[∃ x⃗ ̸= 0⃗ : Ax⃗ = λx⃗] ⇔ [∃ x⃗ ̸= 0⃗ : (A− λIn)x⃗ = 0⃗] ⇔ det(A− λIn) = 0.

�

Îïð. Ïóñòü A : Cn → Cn � ëèíåéíûé îïåðàòîð; A ∈ Mn,n(C) çàäàåò îïåðàòîð A. Òîãäà

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí dA(λ) ìàòðèöû A áóäåì òàêæå íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àòü dA(λ).

Îïð. Ïóñòü A : Cn → Cn � ëèíåéíûé îïåðàòîð, dA(λ) = (−1)n(λ − µ1)
σ1 . . . (λ − µp)

σp

(ãäå µ1, . . . , µp � âñå ðàçëè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà dA(λ)); òîãäà ÷èñëà σ1, . . . , σp � íà-

çûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè êðàòíîñòÿìè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µ1, . . . , µp îïåðàòîðà A; ÷èñëà

τ1 = dimKer(A − µ1I), . . . , τp = dimKer(A − µpI) íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè êðàòíîñòÿìè

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µ1, . . . , µp îïåðàòîðà A. Ñëåäóþùèé íàáîð

σ(A) :=

µ1, µ2, . . . µp

σ1, σ2, . . . σp

τ1, τ2, . . . τp


íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà A.
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Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü A : Cn → Cn � ëèíåéíûé îïåðàòîð,

σ(A) :=

µ1, µ2, . . . µp

σ1, σ2, . . . σp

τ1, τ2, . . . τp


� ñïåêòð îïåðàòîðà A. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

1 6 τi 6 σi 6 n, i = 1, . . . , p, σ1 + · · ·+ σp = n.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé î ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 4.10. Ïóñòü A : Cn → Cn � ëèíåéíûé îïåðàòîð,

σ(A) :=

µ1, µ2, . . . µp

σ1, σ2, . . . σp

τ1, τ2, . . . τp


� ñïåêòð îïåðàòîðà A. Òîãäà ñóììà ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Fµ1

+ · · ·+ Fµp
� ïðÿìàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì íåêîòîðûé âåêòîð x⃗ ∈ Fµ1 + · · ·+ Fµp èìååò ïðåäñòàâëåíèÿ

x⃗ = f⃗1 + · · ·+ f⃗p = g⃗1 + · · ·+ g⃗p, ãäå f⃗i, g⃗i ∈ Fµi , i = 1, . . . , p.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(f⃗1 − g⃗1) + (f⃗2 − g⃗2) + (f⃗3 − g⃗3) + · · ·+ (f⃗p − g⃗p) = 0⃗.

Ïîäåéñòâóåì íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîì A − µ1; ó÷òåì,

÷òî íà ëþáîé âåêòîð h⃗j èç Fµj îïåðàòîð A äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå Ah⃗j = µj h⃗j , à çíà÷èò

(A− µ1I )⃗hj = (µj − µ1)⃗hj . Ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

(µ1 − µ1)(f⃗1 − g⃗1) + (µ2 − µ1)(f⃗2 − g⃗2) + (µ3 − µ1)(f⃗3 − g⃗3) + · · ·+ (µp − µ1)(f⃗p − g⃗p) = 0⃗.

Âûáðîñèì ïåðâîå (ðàâíîå íóëþ) ñëàãàåìîå. Ïîäåéñòâóåì íà ïîëó÷åííîå îïåðàòîðîì A − µ2I

è ïîëó÷èì

(µ3 − µ2)(µ3 − µ1)(f⃗3 − g⃗3) + · · ·+ (µp − µ2)(µp − µ1)(f⃗p − g⃗p) = 0⃗.

Ïðîäîëæàÿ äåéñòâîâàòü òàê æå, â êîíöå êîíöîâ ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ

(µp−1 − µp−2) . . . (µp−1 − µ1)(f⃗p−1 − g⃗p−1) + (µp − µp−2) . . . (µp − µ1)(f⃗p − g⃗p) = 0⃗.

Ïîäåéñòâîâàâ íà ýòî ðàâåíñòâî îïåðàòîðîì A− µp−1I ïîëó÷èì

(µp − µp−1) . . . (µp − µ1)(f⃗p − g⃗p) = 0⃗,

îòêóäà íåìåäëåííî âûòåêàåò f⃗p − g⃗p = 0⃗. Íî òîãäà èç ïðåäïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò

f⃗p−1 − g⃗p−1 = 0⃗ è äàëåå, ðàññóæäàÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ

f⃗1 − g⃗1 = · · · = f⃗p − g⃗p = 0⃗.

�

Ñëåäñòâåè 4.11. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.10 îáúåäèíåíèå áàçèñîâ ïîäïðîñòðàíñòâ Fµ1 , . . . , Fµp

åñòü áàçèñ â ïðÿìîé ñóììå Fµ1
+̇ . . . +̇Fµp

.
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Ïðèìåðû.

1) Ïóñòü îïåðàòîð A : Cn → Cn çàäàí ìàòðèöåé

A =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 .

Òîãäà ñïðàâåäëèâû î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ:

dA(λ) = (−1)n(λ− λ1) . . . (λ− λn), λ ∈ C,

Ae⃗k = λke⃗k, k = 1, . . . , n, ãäå {e⃗k}nk=1 � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Cn.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî λ1, . . . , λn � âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà A, çàíóìåðîâàííûå ñ

ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Åñëè µ � îäíî èç ýòèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, òî Fµ åñòü ëèíåéíàÿ

îáîëî÷êà òåõ âåêòîðîâ ek, äëÿ êîòîðûõ λk = µ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé îïåðàòîðà A àëãåáðàè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòè ñîâïàäàþò.

2) Ïóñòü îïåðàòîð A : C2 → C2 çàäàí ìàòðèöåé

A =

(
0 1
0 0

)
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî dA(λ) = λ2 = (λ − 0)2. Òàêèì îáðàçîì,

åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 0, è åãî àëãåáðàè-

÷åñêàÿ êðàòíîñòü ðàâíà äâóì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøàÿ çàäà÷ó (A − 0I)x⃗ = 0⃗, ìû

ïîëó÷èì ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî F0 = L {e⃗1}, ãäå e⃗1 = (1, 0)t. Òàêèì îáðàçîì,

ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî ÷èñëà 0 ðàâíà åäèíèöå.

3) Ïóñòü îïåðàòîð A : C2 → C2 çàäàí ìàòðèöåé

A =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
, ãäå óãîë φ ∈ (0.π) � ôèêñèðîâàí.

Ëåãêî íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

dA(λ) = (cosφ− λ)2 + sin2 φ = λ2 − 2λ cosφ+ 1 = (λ− eiφ)(λ− e−iφ).

Ðåøàÿ çàäà÷ó (A− eiφI)x⃗ = 0⃗, íàõîäèì (èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî eiφ = cosφ+ i sinφ)(
cosφ− eiφ − sinφ

sinφ cosφ− eiφ

∣∣∣∣ 00
)

⇔
(
−i sinφ − sinφ
sinφ −i sinφ

∣∣∣∣ 00
)

i·I⇔
(
sinφ −i sinφ

∣∣ 0) I
sinφ⇔

I
sinφ⇔

(
1 −i

∣∣ 0) ⇔ x⃗ = C

(
i
1

)
Òàêèì îáðàçîì, íàõîäèì ïîäïðîñòðàíñòâî Feiφ = L {f⃗1}, ãäå f⃗1 = (i, 1)t. Àíàëîãè÷íî

âû÷èñëÿåòñÿ âòîðîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Fe−iφ = L {f⃗2}, ãäå f⃗2 = (−i, 1)t.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòè êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðà-

òîðà A ñîâïàäàþò è ðàâíû åäèíèöå; ñïåêòð îïåðàòîðà A èìååò âèä

σ(A) =

eiφ e−iφ

1 1
1 1

 .

Íèæå ìû èññëåäóåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â âåùå-

ñòâåííûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà ïðèìåðå îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå Rn.
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4. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïå-

ðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç Rn â Rn. Àëãåáðàè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòè

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç Rn â Rn.

Îïð. Ïóñòü A : Rn → Rn � ëèíåéíûé îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé A ∈ Mn,n(R). Ñîáñòâåí-

íûìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà A áóäåì íàçûâàòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A (â òîì ÷èñëå è

êîìïëåêñíûå). Åñëè λ ∈ C � ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà A, òî âñÿêîå íåíóëåâîå ðåøåíèå

x⃗ ∈ Rn óðàâíåíèÿ Ax⃗ = λx⃗ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèì

ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ.

Îêàçûâàåòñÿ íåâåùåñòâåííûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì íå îòâå÷àåò íè îäíîãî ñîáñòâåííîãî

âåêòîðà. Áîëåå òî÷íî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 4.12. Ïóñòü A : Rn → Rn � ëèíåéíûé îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé A ∈ Mn,n(R);

λ ∈ C. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Ñóùåñòâóåò x⃗ ∈ Rn òàêîé, ÷òî x⃗ ̸= 0⃗, Ax⃗ = λx⃗;

2) λ ∈ R, det(A− λIn) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2): ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå x⃗ ∈ Rn óðàâíåíèÿ

(A− λIn)x⃗ = 0⃗,

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî det(A− λIn) = 0. Êðîìå òîãî, èç ðàâåíñòâà Ax⃗ = λx⃗ âûòåêàåò ñîîòíî-

øåíèå
n∑

k=1

[A]ikxk = λxi, i = 1, . . . , n.

Ïîñêîëüêó x⃗ ̸= 0⃗, íàéäåòñÿ i0 òàêîé, ÷òî xi0 ̸= 0, à ïîòîìó

λ =

∑n
k=1[A]i0kxk

xi0

∈ R.

(2) ⇒ (1): î÷åâèäíî. �

Îïð. Ïóñòü A : Rn → Rn � ëèíåéíûé îïåðàòîð, λ ∈ R � ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà A;

òîãäà ìíîæåñòâî Ker(A − λI) =: Fλ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà

A, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ. Äëÿ êàæäîãî íåâåùåñòâåííîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà

λ îïðåäåëèì ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ, ðàâåíñòâîì

Fλ = {⃗0}.

Îïð. Ïóñòü A : Rn → Rn � ëèíåéíûé îïåðàòîð; A ∈ Mn,n(R) çàäàåò îïåðàòîð A. Òîãäà

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí dA(λ) ìàòðèöû A áóäåì òàêæå íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àòü dA(λ).

Îïð. Ïóñòü A : Rn → Rn � ëèíåéíûé îïåðàòîð, dA(λ) = (−1)n(λ − µ1)
σ1 . . . (λ − µp)

σp

(ãäå µ1, . . . , µp � âñå ðàçëè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà dA(λ)); òîãäà ÷èñëà σ1, . . . , σp � íà-

çûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè êðàòíîñòÿìè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µ1, . . . , µp îïåðàòîðà A; ÷èñëà

τ1 = dimFµ1
, . . . , τp = dimFµp

íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè êðàòíîñòÿìè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

µ1, . . . , µp îïåðàòîðà A. Ñëåäóþùèé íàáîð

σ(A) :=

µ1, µ2, . . . µp

σ1, σ2, . . . σp

τ1, τ2, . . . τp


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íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà A.

Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.13. Ïóñòü A : Rn → Rn � ëèíåéíûé îïåðàòîð,

σ(A) :=

µ1, µ2, . . . µp

σ1, σ2, . . . σp

τ1, τ2, . . . τp


� ñïåêòð îïåðàòîðà A. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

0 6 τi 6 σi 6 n, i = 1, . . . , p, σ1 + · · ·+ σp = n.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé î ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 4.14. Ïóñòü A : Rn → Rn � ëèíåéíûé îïåðàòîð,

σ(A) :=

µ1, µ2, . . . µp

σ1, σ2, . . . σp

τ1, τ2, . . . τp


� ñïåêòð îïåðàòîðà A. Òîãäà ñóììà ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Fµ1

+ · · ·+ Fµp
� ïðÿìàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç äîêàçàòåëüñòâà. �

Ñëåäñòâèå 4.15. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.14 îáúåäèíåíèå áàçèñîâ ïîäïðîñòðàíñòâ Fµ1 , . . . , Fµp

åñòü áàçèñ â ïðÿìîé ñóììå Fµ1
+̇ . . . +̇Fµp

.

Ïðèìåðû.

1) Ïóñòü îïåðàòîð A : Rn → Rn çàäàí ìàòðèöåé

A =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 , λ1, . . . , λn ∈ R.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ:

dA(λ) = (−1)n(λ− λ1) . . . (λ− λn), λ ∈ C,

Ae⃗k = λke⃗k, k = 1, . . . , n, ãäå {e⃗k}nk=1 � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Cn.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî λ1, . . . , λn � âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà A, çàíóìåðîâàííûå ñ

ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Åñëè µ � îäíî èç ýòèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, òî Fµ åñòü ëèíåéíàÿ

îáîëî÷êà òåõ âåêòîðîâ ek, äëÿ êîòîðûõ λk = µ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé îïåðàòîðà A àëãåáðàè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòè ñîâïàäàþò.

2) Ïóñòü îïåðàòîð A : R2 → R2 çàäàí ìàòðèöåé

A =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
, ãäå óãîë φ ∈ (0.π) � ôèêñèðîâàí.

Ëåãêî íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

dA(λ) = (cosφ− λ)2 + sin2 φ = λ2 − 2λ cosφ+ 1 = (λ− eiφ)(λ− e−iφ).

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà A íåâåùåñòâåííû; òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå ïîäïðî-

ñòðàíñòâà òðèâèàëüíû: Fe±iφ = {⃗0}; ñïåêòð îïåðàòîðà A èìååò âèä

σ(A) =

eiφ e−iφ

1 1
0 0

 .


