
Êðàòêèé êîíñïåêò ëåêöèè ïî êóðñó ¾Âûñøàÿ àëãåáðà¿ íà 26.03.2020

�3. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå

1. Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà; ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïðèìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Îïð. Ïóñòü E,F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K. Îòîáðàæåíèå

A : E → F (îòîáðàæåíèå A èç E â F ) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì (èëè ëèíåéíûì

îïåðàòîðîì), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• ïðè âñåõ x, y ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî A(x+ y) = A(x) + A(y);

• ïðè âñåõ x ∈ E, α ∈ K ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî A(αx) = αA(x).

Îáîçíà÷åíèå. Íèæå, êàê ïðàâèëî, áóäåì ïèñàòü Ax âìåñòî A(x).

Ñâîéñòâà.

1) A(αx+ βy) = αAx+ βAy, x, y ∈ E, α, β ∈ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. A(αx+ βy) = A(αx) + A(βy) = αAx+ βAy. �

2) A
(

p∑
k=1

αkek

)
=

p∑
k=1

αkAek, {ek}pk=1 ⊂ E, {αk}pk=1 ⊂ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè. �

3) AOE = OF .

Äîêàçàòåëüñòâî. AOE = A(0 ·OE) = 0 · AOE = OF . �

4) A(−x) = −Ax, x ∈ E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ax+ A(−x) = A(x+ (−x)) = AOE = OF . �

5) Åñëè íàáîð {fk}pk=1 ⊂ E ëèíåéíî çàâèñèì, òî íàáîð {Afk}pk=1 òîæå ëèíåéíî çàâèñèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäóòñÿ ÷èñëà {αk}pk=1 ⊂ K òàêèå, ÷òî
p∑

k=1

αkfk = OE ,
p∑

k=1

|αk| > 0.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
p∑

k=1

αk (Afk) = A

(
p∑

k=1

αkfk

)
= AOE = OF .

Òàêèì îáðàçîì, íàáîð {Afk}pk=1 òîæå ëèíåéíî çàâèñèì. �

Ïðèìåðû.

1) Ïóñòü E,F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K; îòîáðàæåíèå

A : E → F çàäàíî ðàâåíñòâîì Ax = OF , x ∈ E. Òîãäà A � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

×àñòî îïåðàòîð A îáîçíà÷àþò ÷åðåç OE,F (èëè ïðîñòî ÷åðåç O) è íàçûâàþò íóëåâûì

îïåðàòîðîì.

2) Ïóñòü E = F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K; îòîáðàæåíèå

A : E → E çàäàíî ðàâåíñòâîì Ax = x, x ∈ E. Òîãäà A � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Îïå-

ðàòîð A ÷àñòî îáîçíà÷àþò ÷åðåç IE (èëè ïðîñòî ÷åðåç I) è íàçûâàþò åäèíè÷íûì èëè

òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì.
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3) Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà A ∈ Mm,n(K); îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå A : Kn → Km ðàâåí-

ñòâîì Ax⃗ = A · x⃗, x⃗ ∈ Kn. Òîãäà A � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

4) Ïóñòü E = F = C∞([a, b] → K) � ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé íà

îòðåçêå [a, b] (ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå K). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå A : E → F ðàâåíñòâîì

Af = df
dx , f ∈ E. Òîãäà A � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

5) Ïóñòü E = Ωn(K) � ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n (ñ êîýôôèöèåíòàìè

èç K); F = K. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå A : E → F ðàâåíñòâîì AP = P (0) (ò.å.

êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó P ∈ Ωn(K) îïåðàòîð A ñîïîñòàâëÿåò çíà÷åíèå ýòîãî ìíîãî÷ëåíà

â òî÷êå 0). Òîãäà A � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

6) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O, E = F = E3 � ïðîñòðàíñòâî âñåâîçìîæíûõ

ðàäèóñ-âåêòîðîâ, ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Ïóñòü j⃗ ̸= 0⃗ � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç E.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå A : E → F ñîîòíîøåíèåì Ax⃗ = Kj⃗ x⃗ � êîìïîíåíòà âåêòîðà

x⃗ ïî âåêòîðó j⃗. Òîãäà A � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

2. Ñëîæåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, óìíîæåíèå íà ÷èñëî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Îïð. Ïóñòü E,F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K; A : E → F ,

B : E → F � ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Òîãäà ñóììîé îïåðàòîðîâ A è B íàçîâåì îòîáðàæåíèå

(A+ B) : E → F , îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

(A+ B)(x) = (Ax) + (Bx), x ∈ E.

Ñâîéñòâî. A+ B � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(A+ B)(x+ y) = (A(x+ y)) + (B(x+ y)) = (Ax+ Ay) + (Bx+ By) =

= (Ax+ Bx) + (Ay + By) = (A+ B)(x) + (A+ B)(y), x, y ∈ E;

(A+ B)(αx) = (A(αx)) + (B(αx)) =

= (αAx) + (αBx) = α(Ax+ Bx) = α(A+ B)(x), α ∈ K, x ∈ E.

�

Îïð. Ïóñòü E,F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K; α ∈ K, A : E → F

� ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà α íà îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

αA : E → F , îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

(αA)(x) = α(Ax), x ∈ E.

Ñâîéñòâî. αA � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(αA)(x+ y) = α(A(x+ y)) = α(Ax+ Ay) = α(Ax) + α(Ay) = (αA)(x) + (αA)(y), x, y ∈ E;

(αA)(βx) = α(A(βx)) = α(β(Ax)) = β(α(Ax)) = β(αA)(x), x ∈ E,α ∈ K.

�
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Îáîçíà÷åíèå.Ïóñòü E,F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåìK. Ìíîæåñòâî

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç E â F îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ(E,F ).

Òåîðåìà 3.1ÏóñòüE,F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåìK. Òîãäà ìíîæå-

ñòâî Λ(E,F ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííûõ âûøå îïåðàöèé

ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ñâîéñòâà î÷åâèäíû. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî íóëåâîé îïåðàòîð OE,F èã-

ðàåò ðîëü íóëÿ â ïðîñòðàíñòâå Λ(E,F ), à äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà A îïåðàòîð (−1)A èãðàåò

ðîëü ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà. �

3. Ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Îïð. Ïóñòü E, F è G � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K; A : E → F , B :

F → G � ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Òîãäà ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ B è A íàçûâàåòñÿ

îòîáðàæåíèå BA : E → G, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

(BA)(x) = B(A(x)), x ∈ E.

Èíûìè ñëîâàìè BA � êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé.

Ñâîéñòâî. BA � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî.

BA(x+ y) = B(A(x+ y)) = B(Ax+ Ay) = B(Ax) + B(Ay) = BA(x) + BA(y), x, y ∈ E;

BA(αx) = B(A(αx)) = B(α(Ax)) = α(B(Ax)) = αBA(x), x ∈ E, α ∈ K.

�

Óïð. Ïóñòü E, F , G, H � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K.

1) B(A1 + A2) = BA1 + BA2, A1,A2 ∈ Λ(E,F ), B ∈ Λ(F,G);

2) (B1 + B2)A = B1A+ B2A, A ∈ Λ(E,F ), B1,B2 ∈ Λ(F,G);

3) B(αA) = (αB)A = α(BA), A ∈ Λ(E,F ), B ∈ Λ(F,G);

4) C(BA) = (CB)A, A ∈ Λ(E,F ), B ∈ Λ(F,G), C ∈ Λ(G,H);

5) OF,GA = OE,G, A ∈ Λ(E,F );

6) BOE,F = OE,G, B ∈ Λ(F,G);

7) IEA = AIE = A, A ∈ Λ(E,E).

4. Îáðàòíûé ê ëèíåéíîìó îïåðàòîðó. Èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ëåììà 3.2 Ïóñòü E,F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K; A : E → F

� ëèíåéíûé îïåðàòîð, A � áèåêöèÿ. Òîãäà A−1 ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

y1, y2 ∈ F Ax1 = y1 Ax2 = y2.

Òîãäà A(x1 + x1) = Ax1 + Ax2 = y1 + y2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

A−1(y1 + y2) = A−1(A(x1 + x2)) = x1 + x2 = A−1y1 + A−1y2.
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Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ y ∈ F, Ax = y. Òîãäà ïðè ëþáîì α ∈ K

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî A(αx) = αy. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

A−1(αy) = αx = αA−1y.

�

Îïð.Ïóñòü E,F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåìK; îòîáðàæåíèå J : E →

F íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì (ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ E è F ), åñëè J � ëèíåéíûé îïåðàòîð è

áèåêöèÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî E èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó F .

Óïð.

1) Åñëè J � èçîìîðôèçì, òî J−1 � èçîìîðôèçì (åñëè ïðîñòðàíñòâî E èçîìîðôíî ïðî-

ñòðàíñòâó F , òî è ïðîñòðàíñòâî F èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó E).

2) Òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð � èçîìîðôèçì (êàæäîå ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíî ñàìîìó

ñåáå).

3) Ïóñòü E,F,G � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K; îòîáðàæåíèÿ

J1 : E → F , J2 : F → G � èçîìîðôèçìû. Òîãäà J2J1 � èçîìîðôèçì (åñëè ïðîñòðàí-

ñòâî E èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó F , à ïðîñòðàíñòâî F èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó G, òî

ïðîñòðàíñòâî E èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó G).

4) Ïóñòü E,F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K; îòîáðàæåíèå

J : E → F � èçîìîðôèçì. Òîãäà Jx = OF ⇔ x = OE .

5) Ïóñòü E,F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K; îòîáðàæåíèå

J : E → F � èçîìîðôèçì; {ei}ni=1 ⊂ E. Òîãäà íàáîð âåêòîðîâ {ei}ni=1 ëèíåéíî çàâèñèì

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè {Jei}ni=1 � ëèíåéíî çàâèñèìûé íàáîð.

Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü E,F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K. Òîãäà

ïðîñòðàíñòâà E è F èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dimE = dimF .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à. �

Ïðèìåðû.

1) Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, {ei}ni=1 � áàçèñ â E.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå J : Kn → E ðàâåíñòâîì

J


α1

α2

...
αn

 =

n∑
i=1

αiei.

Òîãäà J � èçîìîðôèçì. Èíûìè ñëîâàìè, îòîáðàæåíèå ñâÿçûâàþùåå âåêòîð è ñòîëáåö

åãî êîîðäèíàò (â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

2) Ïóñòü E,F � êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K,

dimE = dimF , {ei}ni=1 � áàçèñ â E, {fi}ni=1 � áàçèñ â f . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

J : E → F ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x ∈ E ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
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íàáîð êîîðäèíàò {αi}ni=1 òàêîé, ÷òî x =
n∑

i=1

αiei. Îïðåäåëèì Jx ðàâåíñòâîì

Jx =

n∑
i=1

αifi.

Òîãäà J � èçîìîðôèçì.

3) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíû äâå òî÷êè O, O′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E3 ïðîñòðàí-

ñòâî ðàäèóñ-âåêòîðîâ ñ íà÷àëîì â òî÷êå O; îáîçíà÷èì ÷åðåç E′
3 ïðîñòðàíñòâî ðàäèóñ-

âåêòîðîâ ñ íà÷àëîì â òî÷êå O′. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå J : E3 → E′
3 ðàâåíñòâîì

Ja⃗ = a⃗′, ãäå a⃗ = a⃗′ (íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðû ñ íà÷àëàìè â ðàçíûõ òî÷êàõ ñ÷èòàþòñÿ

ðàâíûìè, åñëè îíè ñîíàïðàâëåíû è ðàâíû ïî äëèíå).

5. Äåéñòâèå ìàòðèö èç Mm,n(K) íà âåêòîðû èç Kn. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû èç Kn â

Km.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà ôèêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà A ∈ Mm,n(K). Êàê óæå áûëî ñêàçàíî

âûøå (ñì. ï.1, ïðèìåð �3) îòîáðàæåíèå A : Kn → Km çàäàííîå ðàâåíñòâîì

Ax⃗ = A · x⃗

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Çàäà÷à ýòîãî ïóíêòà îïèñàòü âñå ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåé-

ñòâóþùèå èç Kn â Km. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.4 Ïóñòü A : Kn → Km � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

ìàòðèöà A ∈Mm,n(K) òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ x⃗ ∈ Kn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ax⃗ = A · x⃗.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñóùåñòâîâàíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {e⃗i}ni=1 âåêòîðû ñòàíäàðòíîãî áàçèñà:

e⃗1 =


1
0
...
0

 , e⃗2 =


0
1
...
0

 , . . . , e⃗n =


0
0
...
1

 ;

ââåäåì âåêòîðû 
a11
a21
...

am1

 := Ae⃗1,


a12
a22
...

am2

 := Ae⃗2, . . . ,


a1n
a2n
...

amn

 = Ae⃗n.

Ïðîâåðèì, ÷òî ìàòðèöà

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn


óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ax⃗ = A · x⃗, x⃗ ∈ Kn. Äåéñòâèòåëüíî, êàê íàì äàâíî èçâåñòíî, ïðè

óìíîæåíèè ìàòðèöû A íà j-é âåêòîð ñòàíäàðòíîãî áàçèçà ïîëó÷àåòñÿ j-é ñòîëáåö ìàòðèöû

A:

Ae⃗j =


a1j
a2j
...

amj

 = Ae⃗j , j = 1, . . . , n.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x⃗ =
n∑

j=1

αj e⃗j ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Ax⃗ =

n∑
j=1

αjAe⃗j =
n∑

i=j

αj


a1j
a2j
...

amj

 =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 ·

α1

α2

...
αn

 = Ax⃗.

2) Åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâå ìàòðèöû A, Ã ∈Mm,n(K), óäîâëåòâî-

ðÿþùèå óñëîâèþ Ax⃗ = A · x⃗ = Ã · x⃗, ïðè âñåõ x⃗ ∈ Kn. Òîãäà ïðè âñåõ j = 1, . . . , n j-å ñòîëáöû

ìàòðèö A è Ã ðàâíû âåêòîðó Ae⃗j è ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöû A è Ã ñîâïàäàþò. �

Îáîçíà÷åíèå. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà A èçîáðàæàåò îïåðàòîð A â ïàðå ñòàíäàðò-

íûõ áàçèñîâ, èëè êîðî÷å: ìàòðèöà A çàäàåò îïåðàòîð A. Áóäåì ïèñàòü: A←→ A.

Óïð. Åñëè A←→ A, B←→ B, òî (ïðè ïîäõîäÿùèõ óñëîâèÿõ íà îïåðàòîðû è ìàòðèöû)

• αA←→ αA, α ∈ K;

• A+ B←→ A+B;

• BA←→ BA.

6. Èçîáðàæåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ïàðå áàçèñîâ.

Îïð. Ïóñòü E,F � êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K;

{ei}ni=1 � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå E, {fj}mj=1 � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå F . Îòîáðàæåíèå A : E → F

� ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ Aei, i = 1, . . . , n, â

áàçèñå {fj}mj=1:

Ae1 ↔


a11
a21
...

am1

 ,Ae2 ↔


a12
a22
...

am2

 , . . . ,Aen ↔


a1n
a2n
...

amn


Ìàòðèöà

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 ,

ñîñòàâëåííàÿ èç ñòîëáöîâ êîîðäèíàò âåêòîðîâ Aei, i = 1, . . . , n, â áàçèñå {fj}mj=1 íàçûâàåòñÿ

èçîáðàæàþùåé ìàòðèöåé îïåðàòîðà A â ïàðå áàçèñîâ {ei}ni=1, {fj}mj=1.

Çíà÷åíèå îïåðàòîðà A íà ëþáîì âåêòîðå x ∈ E îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî êîîðäè-

íàòàì âåêòîðà x â áàçèñå {ei}ni=1 è ìàòðèöå A. Òî÷íåå, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.5 Ïóñòü E,F � êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå

ïîëåì K; {ei}ni=1 � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå E, {fj}mj=1 � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå F ; A : E → F �

ëèíåéíûé îïåðàòîð; A � ìàòðèöà, èçîáðàæàþùàÿ îïåðàòîð A â ïàðå áàçèñîâ {ei}ni=1, {fj}mj=1.

Òîãäà, åñëè âåêòîð x ∈ E èìååò êîîðäèíàòû {αk}nk=1 â áàçèñå {ek}nk=1, òî âåêòîð Ax â áàçèñå

{fl}ml=1 èìååò êîîðäèíàòû βl =
n∑

k=1

alkαk, l = 1, . . . ,m, ò.å.
α1

α2

...
αn

↔ x 7→ Ax↔


β1

β2

...
βm

 =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 ·

α1

α2

...
αn
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà A ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

Ax = A

(
n∑

k=1

αkek

)
=

n∑
k=1

αkAek =

n∑
k=1

αk

m∑
l=1

alkfl =

m∑
l=1

(
n∑

k=1

alkαk

)
fl,

ò.î. βl =

n∑
k=1

alkαk, l = 1, . . . ,m.

�

Óïð.

1) Ìàòðèöà, ïîñòðîåííàÿ â ïóíêòå 5, äåéñòâèòåëüíî èçîáðàæàåò îïåðàòîð A â ïàðå ñòàí-

äàðòíûõ áàçèñîâ.

2) αA←→ αA, α ∈ K;

3) A+ B←→ A+B;

4) BA←→ BA.

Çàìå÷àíèå 3.6 Ïóñòü E,F � êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå

ïîëåì K; {ei}ni=1 � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå E, {fj}mj=1 � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå F . Ïðåäïîëîæèì,

÷òî îòîáðàæåíèå J : Λ(E,F ) → Mm,n(K) ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó îïåðàòîðó A : E → F åãî

èçîáðàæàþùóþ ìàòðèöó â ïàðå áàçèñîâ {ei}ni=1, {fj}mj=1. Òîãäà J � èçîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à. �

7. ßäðî, îáðàç è ðàíã ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Îïð. Ïóñòü E,F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K; A : E → F �

ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà

• ßäðîì îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî KerA := {z ∈ E : Az = OF };

• Îáðàçîì îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî RanA := {y ∈ F : y = Ax, x ∈ E}.

Ñâîéñòâî. ßäðî îïåðàòîðà A � ïîäïðîñòðàíñòâî â E; îáðàç îïåðàòîðà A � ïîäïðîñòðàíñòâî

â F .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ KerA âåðíû ðàâåíñòâà

A(x+ y) = Ax+ Ay = OF +OF = OF .

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî âêëþ÷åíèå x+ y ∈ KerA.

2) Äëÿ ëþáîãî x ∈ KerA è ëþáîãî α ∈ K âåðíû ðàâåíñòâà A(αx) = αAx = αOF = OF , à

ïîòîìó ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå αx ∈ KerA.

3) Äëÿ ëþáûõ y1, y2 ∈ RanA âåðíû ðàâåíñòâà y1 = Ax1, y2 = Ax2, à ïîòîìó (y1 + y2) =

A(x1 + x2). Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî âêëþ÷åíèå y1 + y2 ∈ RanA.

4) Äëÿ ëþáîãî y ∈ RanA è ëþáîãî α ∈ K âåðíî ðàâåíñòâî y = Ax, à âìåñòå ñ íèì αy =

A(αx). Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå αy ∈ RanA. �

Îïð. Ðàíãîì îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü åãî îáðàçà:

rankA := dimRanA.

Ñâîéñòâà.
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1) Ïóñòü {ei}ni=1 � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå E. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

RanA = L {Ae1, . . . ,Aen}.

Äîêàçàòåëüñòâî. y = Ax = A
(

n∑
k=1

αkek

)
=

n∑
k=1

αkAek. �

2) Ïóñòü A : Kn → Km � ëèíåéíûé îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé A ∈ Mm,n(K). Òîãäà

âåðíî ðàâåíñòâî rankA = rankA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó â Kn, ïî-

ëó÷èì, ÷òî îáðàç îïåðàòîðà A åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, îòêóäà è

âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �


