
Êðàòêèé êîíñïåêò ëåêöèè ïî êóðñó ¾Âûñøàÿ àëãåáðà¿ íà 23.04.2020

�8. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

1. Òðàíñïîíèðîâàíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå.

Ëåììà 8.1. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ Λ(E),

{ek}nk=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â E, aij := (Aej , ei), i, j = 1, . . . , n. Òîãäà ìàòðèöà

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann


èçîáðàæàåò îïåðàòîð A â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1.2 (ëåêöèÿ îò 09.04.2020, Ãë. V, �1, ï.3) âåêòîð Aej ðàñêëàäû-

âàåòñÿ ïî áàçèñó {ei}ni=1 ñëåäóþùèì îáðàçîì

Aej =
n∑

i=1

(Aej , ei)ei, j = 1, . . . , n.

Òàêèì îáðàçîì, j-ì ñòîëáöîì èçîáðàæàþùåé ìàòðèöû (ñì. ëåêöèþ îò 26.04.2020, Ãë.IV, �3,

ï.6) îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ âåêòîð 
(Aej , e1)
(Aej , e2)

...
(Aej , en)

 ,

÷òî è äîêàçûâàåò íàøó ëåììó. �

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ Λ(E).

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îïåðàòîð B ∈ Λ(E), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

∀x, y ∈ E (Ax, y) = (x,By). (+)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñóùåñòâîâàíèå. Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ek}nk=1 â E.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð B ∈ Λ(E) íà âåêòîðàõ áàçèñà:

Bej =
n∑

i=1

(ej ,Aei)ei, j = 1, . . . , n.

Ïî òåîðåìå 5.1 òàêîé îïåðàòîð B ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí. Îòìåòèì ðàâåíñòâî

(ek,Bej) =
n∑

i=1

(ek, (ej ,Aei)ei) =
n∑

i=1

(ej ,Aei) (ek, ei) = (ej ,Aek) = (Aek, ej).

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííûé îïåðàòîð B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (+). Â ñàìîì äåëå

∀x =

n∑
k=1

αkek ∈ E, y =

n∑
k=1

βkek ∈ E (x,By) =

=

n∑
i=1

n∑
j=1

αiβj(ei,Bej) =
n∑

i=1

n∑
j=1

αiβj(Aei, ej) = (Ax, y).

Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü. Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ek}nk=1 â E.

Ïóñòü ëèíåéíûå îïåðàòîðû B1 è B2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (+). Òîãäà ïî Ëåììå 8.1 îíè
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èçîáðàæàþòñÿ îäèíàêîâûìè ìàòðèöàìè â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

òåîðåìå 3.5 (ëåêöèÿ îò 26.03.2020, Ãë.IV, �3, ï.6), îïåðàòîðû B1 è B2 ñîâïàäàþò. �

Îïð. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A,B ∈ Λ(E),

∀x, y ∈ E (Ax, y) = (x,By).

Òîãäà îïåðàòîð B îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç At è íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííûì ê îïåðàòîðó A.

Ñâîéñòâà.

1) (A+ B)t = At + Bt.

Äîêàçàòåëüñòâî.

((A+ B)x, y) = (Ax, y) + (Bx, y) = (x,Aty) + (x,Bty) = (x, (At + Bt)y).

�

2) (αA)t = α(At).

Äîêàçàòåëüñòâî.

(αAx, y) = α(x,Aty) = (x, αAty).

�

3) (AB)t = BtAt.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(ABx, y) = (Bx,Aty) = (x,BtAty).

�

4) (At)t = A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(Atx, y) = (y,Atx) = (Ay, x) = (x,Ay).

�

5) It = I.

6) Ot = O.

7) (Atx, y) = (x,Ay).

Äîêàçàòåëüñòâî.

(Atx, y) = (y,Atx) = (Ay, x) = (x,Ay).

�

8) Ïóñòü {ek}nk=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â E; îïåðàòîð A ∈ Λ(E) èçîáðàæàåòñÿ

ìàòðèöåé A ∈ Mn,n(R) â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1 (ñì. ëåêöèþ îò 26.03.2020,

Ãë.IV, �3, ï.6). Òîãäà îïåðàòîð At èçîáðàæàåòñÿ ìàòðèöåé At â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1,

{ek}nk=1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð At èçîáðàæàåòñÿ ìàòðèöåé B â ïàðå áàçèñîâ

{ek}nk=1, {ek}nk=1. Ïî ëåììå 8.1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

[B]ij = (Atej , ei) = (ej ,Aei) = [A]ji.

�

9) detAt = detA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà 8. �

10) TrAt = TrA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà 8. �

11) rankAt = rankA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.5 (ñì. ëåêöèþ îò 26.03.2020, Ãë.IV, �3,

ï.6) è ñâîéñòâà 1 (ñì. ëåêöèþ îò 26.03.2020, Ãë.IV, �3, ï.7), ðàíã îïåðàòîðà ñîâïàäàåò

ñ ðàíãîì èçîáðàæàþùåé åãî ìàòðèöû, ðàíã æå ìàòðèöû ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè íå

ìåíÿåòñÿ. �

Îïð. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; òîãäà îïåðàòîð A ∈ Λ(E) íàçûâàåòñÿ

ñèììåòðè÷íûì, åñëè At = A.

Îïð. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; òîãäà îïåðàòîð A ∈ Λ(E) íàçûâàåòñÿ

àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè At = −A.

Ñâîéñòâà.

1) Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A ∈ Λ(E) îïåðàòîð As :=
1
2 (A+ At) � ñèììåòðè÷íûé.

2) Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A ∈ Λ(E) îïåðàòîð Aa := 1
2 (A− At) � àíòèñèììåòðè÷íûé.

3) Êàæäûé îïåðàòîð A ∈ Λ(E) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåò-

ðè÷íîãî A = As + Aa.

2. Òåîðåìà îá îáðàçå îïåðàòîðà è ÿäðå òðàíñïîíèðîâàííîãî îïåðàòîðà â âåùå-

ñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; òîãäà äëÿ

âñÿêîãî A ∈ Λ(E) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

RanA⊕KerAt = E

Äîêàçàòåëüñòâî.

z ∈ (RanA)⊥ ⇔ ∀f ∈ RanA (z, f) = 0 ⇔ ∀x ∈ E (z,Ax) = 0 ⇔

∀x ∈ E (Atz, x) = 0 ⇔ Atz = O ⇔ z ∈ KerAt.

�

Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 8.3. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî;

òîãäà äëÿ âñÿêîãî A ∈ Λ(E) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) KerAt = {O} ⇔ RanA = E.

2) KerA = {O} ⇔ RanAt = E.
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3) KerA = {O} ⇔ RanA = E.

4) Óðàâíåíèå Ax = f èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f⊥KerAt.

5) Óðàâíåíèå Ax = f èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

óðàâíåíèå Atx = O èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

6) Óðàâíåíèå Ax = f èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

óðàâíåíèå Ax = O èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

7) KerA = {O} ⇔ KerAt = {O}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ 1), 2) è 5) ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 8.3. Óòâåð-

æäåíèå 3) âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 2) è ñîîòíîøåíèé

dimRanA = rankA = rankAt = dimRanAt.

Óòâåðæäåíèå 4) ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 8.3. Óòâåðæäåíèå 6) ñëåäóåò èç óòâåð-

æäåíèÿ 3). Óòâåðæäåíèå 7) âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèé 1) è 3). �

Îòìåòèì, ÷òî øåñòîå ñëåäñòâèå ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé Ôðåäãîëüìà äëÿ îïåðà-

òîðîâ â êîíå÷íîìåðíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

3. Èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð â âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïð. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; îïåðàòîð V ∈ Λ(E) íàçûâàåòñÿ èçî-

ìåòðè÷åñêèì, åñëè ïðè âñåõ x ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ∥Vx∥ = ∥x∥.

Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; V ∈ Λ(E).

Òîãäà ñëåäóþùèå ôàêòû ýêâèâàëåíòíû:

(i) V � èçîìåòðè÷åñêèé;

(ii) ïðè âñåõ x, y,∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (Vx,Vy) = (x, y);

(iii) VtV = I;

(iv) VVt = I;

(v) îïåðàòîð V � áèåêöèÿ, è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî V−1 = Vt.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(i)⇒(ii) Ïðè âñåõ x, y ∈ E ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

∥V(x+ y)∥ = ∥(x+ y)∥ ⇔ ∥V(x+ y)∥2 = ∥(x+ y)∥2 ⇔

∥V x∥2 + 2(Vx,Vy) + ∥Vy∥2 = ∥x∥2 + 2(x, y) + ∥y∥2 ⇒ (Vx,Vy) = (x, y).

(ii)⇒(iii) Çàäàäèì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ek}nk=1 â E. Ïðè âñåõ x, y ∈ E ñïðàâåäëèâû ðà-

âåíñòâà

(VtVx, y) = (Vx,Vy) = (x, y) = (Ix, y).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 8.1, îïåðàòîðû VtV è I â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1

èçîáðàæàþòñÿ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé; òàêèì îáðàçîì VtV = I.

(iii)⇒(iv) Èç ðàâåíñòâà VtV = I âûòåêàåò ðàâåíñòâî RanVt = E. Ñëåäîâàòåëüíî (ò.ê. rankV =

rankVt), èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî RanV = E. Êðîìå òîãî, ïî âòîðîìó ñëåäñòâèþ èç òåî-

ðåìû 8.3 èç ðàâåíñòâà RanVt = E âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå KerV = {O}. Òàêèì îáðàçîì
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îïåðàòîð V : E → E � áèåêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð V−1,

à ñëåäîâàòåëüíî V−1 = Vt, è çíà÷èò VVt = I.

(iv)⇒(v) Èç ðàâåíñòâà VVt = I âûòåêàåò ðàâåíñòâî RanV = E, à âìåñòå ñ íèì (â ñèëó òåîðåìû

8.3 è ðàâåíñòâà rankV = rankVt) ðàâåíñòâà RanVt = E, KerV = {O}. Òàêèì îáðàçîì

îïåðàòîð V � áèåêöèÿ, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò îïåðàòîð V−1, è çíà÷èò V−1 = Vt.

(v)⇒(i) Ïðè âñåõ x ∈ E ñïðàâåäëèâî

∥Vx∥2 = (Vx,Vx) = (VtVx, x) = (Ix, x) = (x, x) = ∥x∥2.

�

Ñâîéñòâà èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà.

1) Åñëè V èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, òî Vt = V−1 � èçîìåòðè÷åñêèé.

2) Åäèíè÷íûé îïåðàòîð I � èçîìåòðè÷åñêèé.

3) Åñëè V1 è V2 � èçîìåòðè÷åñêèå, òî V1V2 � èçîìåòðè÷åñêèé.

4) Ïóñòü {ek}nk=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â E, V ∈ Λ(E) � èçîìåòðè÷åñêèé îïåðà-

òîð, èçîáðàæàþùèéñÿ â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1 ìàòðèöåé V . Òîãäà ìàòðèöà V

îáðàòèìà è V t = V −1.

5) Åñëè V èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, òî detV = ±1.

Îïð. Ìàòðèöó V ∈ Mn,n(R) íàçûâàþò îðòîãîíàëüíîé, åñëè îíà îáðàòèìà è V t = V −1.

Ïðåäëîæåíèå 8.5. Ìàòðèöà V ∈ Mn,n(R) îðòîãîíàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå

ñòîëáöû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà V ∈ Mn,n(R) îðòîãîíàëüíà. Çàäàäèì ëèíåéíûé îïåðàòîð

V : Rn → Rn ðàâåíñòâîì Vx⃗ = V · x⃗, x⃗ ∈ Rn. Ìàòðèöà V èçîáðàæàåò îïåðàòîð V â ñòàí-

äàðòíîì áàçèñå. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð Vt èçîáðàæàåòñÿ ìàòðèöåé V t, à çíà÷èò VtV = I,

è îïåðàòîð V � èçîìåòðè÷åñêèé. Ñòîëáöû ìàòðèöû V åñòü âåêòîðû f⃗k = Ve⃗k, ãäå {e⃗k}nk=1

� ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rn. Ïîñêîëüêó ñòàíäàðòíûé áàçèñ îðòîíîðìèðîâàí, à îïåðàòîð V

ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, íàáîð âåêòîðîâ {f⃗k}nk=1 òàê æå îðòîíîðìèðîâàí. Òàêèì

îáðàçîì ñòîëáöà ìàòðèöû V îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn.

Ïóñòü ñòîëáöû {f⃗k}nk=1 ìàòðèöû V îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn. Çàäàäèì

ëèíåéíûé îïåðàòîð V : Rn → Rn ðàâåíñòâîì Vx⃗ = V · x⃗, x⃗ ∈ Rn. Ìàòðèöà V èçîáðàæàåò

îïåðàòîð V â ñòàíäàðòíîì áàçèñå {e⃗k}nk=1. Äëÿ âñÿêîãî x⃗ =
n∑

k=1

αke⃗k ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Vx⃗ =
n∑

k=1

αkf⃗k. Ïðè ýòîì âûïîëíåíî

∥x⃗∥2 =

n∑
k=1

|αk|2 = ∥Vx⃗∥2.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð V � èçîìåòð÷åñêèé, à ìàòðèöà V îðòîãîíàëüíà. �
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�9. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå.

Çäåñü ìû îáñóäèì ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî âå-

ùåñòâåííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâåäåì áîëüøèíñòâî

ðåçóëüòàòîâ ñ äîêàçàòåëüñòâàìè (íå ññûëàÿñü íà �8). Ìû äàäèì èçîìåòðè÷åñêîìó îïåðàòîðó

è îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöå îïðåäåëåíèÿ íå ñîâïàäàþùèå ñ èçëîæåííûìè âûøå, íî ýêâèâàëåíò-

íûå èì (ñîãëàñíî òåîðåìå 8.4 è ïðåäëîæåíèþ 8.5).

Íàïîìíèì, ÷òî ñòàíäàðòíûì âåùåñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì ìû íàçûâàåì ïðîñòðàíñòâî Rn

ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (x⃗, y⃗) = y⃗t · x⃗ =
n∑

i=1

xiyi.

1. Òðàíñïîíèðîâàíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå.

Ëåììà 9.1. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Mn,n(R) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(Ax⃗, y⃗) = (x⃗, Aty⃗), x⃗, y⃗ ∈ Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(Ax⃗, y) =

n∑
i=1

 n∑
j=1

[A]ijxj

 yi =

n∑
j=1

xj

n∑
i=1

[A]ijyi =

n∑
j=1

xj

n∑
i=1

[At]jiyi = (x⃗, Aty⃗).

�

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð èç Rn â Rn. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

ëèíåéíûé îïåðàòîð B : Rn → Rn, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

∀x⃗, y⃗ ∈ Rn (Ax⃗, y⃗) = (x⃗,By⃗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà B. Ïóñòü îïåðàòîð A çàäàåòñÿ ìàòðè-

öåé A ∈ Mn,n(R). Çàäàäèì îïåðàòîð B ìàòðèöåé At. Â ñèëó ëåììû 9.1 îïåðàòîð B óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ

∀x⃗, y⃗ ∈ Rn (Ax⃗, y⃗) = (x⃗,By⃗).

Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü îïåðàòîðà B. Ïðåäïîëîæèì èìåþòñÿ äâà îïåðàòîðà B1,B2 òàêèå,

÷òî

∀x⃗, y⃗ ∈ Rn (Ax⃗, y⃗) = (x⃗,B1y⃗) = (x⃗,B2y⃗).

Òîãäà ïðè âÿêîì y⃗ ∈ Rn ñïðàâåäëèâî:

∀x⃗ ∈ Rn (B1y⃗ − B2y⃗, x⃗) = (y⃗,Ax⃗)− (y⃗,Ax⃗) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, B1y⃗ = B2y⃗ ïðè âñåõ y⃗ ∈ Rn, à ïîòîìó B1 = B2. �

Îïð. Ïóñòü A,B � ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

∀x, y ∈ Rn (Ax, y) = (x,By).

Òîãäà îïåðàòîð B îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç At è íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííûì ê îïåðàòîðó A.

Ñâîéñòâà.

1) (A+ B)t = At + Bt.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

((A+ B)x⃗, y⃗) = (Ax⃗, y⃗) + (Bx⃗, y⃗) = (x⃗,Aty⃗) + (x⃗,Bty⃗) = (x⃗, (At + Bt)y⃗).

�

2) (αA)t = α(At).

Äîêàçàòåëüñòâî.

(αAx⃗, y⃗) = α(x⃗,Aty⃗) = (x⃗, αAty⃗).

�

3) (AB)t = BtAt.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(ABx⃗, y⃗) = (Bx⃗,Aty⃗) = (x⃗,BtAty⃗).

�

4) (At)t = A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(Atx⃗, y⃗) = (y⃗,Atx⃗) = (Ay⃗, x⃗) = (x⃗,Ay⃗).

�

5) It = I.

6) Ot = O.

7) (Atx⃗, y⃗) = (x⃗,Ay⃗).

Äîêàçàòåëüñòâî.

(Atx⃗, y⃗) = (y⃗,Atx⃗) = (Ay⃗, x⃗) = (x⃗,Ay⃗).

�

8) Ïóñòü îïåðàòîð A çàäàí ìàòðèöåé A ∈ Mn,n(R). Òîãäà îïåðàòîð At çàäàí ìàòðèöåé

At.

9) detAt = detA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà 8. �

10) TrAt = TrA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà 8. �

11) rankAt = rankA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà 8. �
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Îïð. Îïåðàòîð A â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷íûì, åñëè At = A.

Îïð. Îïåðàòîð A â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ àíòè-

ñèììåòðè÷íûì, åñëè At = −A.

Ñâîéñòâà.

1) Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îïå-

ðàòîð As :=
1
2 (A+ At) � ñèììåòðè÷íûé.

2) Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îïå-

ðàòîð Aa := 1
2 (A− At) � àíòèñèììåòðè÷íûé.

3) Êàæäûé îïåðàòîð A â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàñêëà-

äûâàåòñÿ â ñóììó ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî A = As + Aa.

2. Òåîðåìà îá îáðàçå îïåðàòîðà è ÿäðå òðàíñïîíèðîâàííîãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðò-

íîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 9.3. Äëÿ âñÿêîãî îïåðàòîðà A â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

RanA⊕KerAt = Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî.

z⃗ ∈ (RanA)⊥ ⇔ ∀f⃗ ∈ RanA (z⃗, f⃗) = 0 ⇔ ∀x⃗ ∈ Rn (z⃗,Ax⃗) = 0 ⇔

∀x⃗ ∈ Rn (Atz⃗, x⃗) = 0 ⇔ Atz⃗ = 0⃗ ⇔ z⃗ ∈ KerAt.

�

Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 9.3. Äëÿ âñÿêîãî îïåðàòîðà A â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) KerAt = {⃗0} ⇔ RanA = E.

2) KerA = {⃗0} ⇔ RanAt = E.

3) KerA = {⃗0} ⇔ RanA = E.

4) Óðàâíåíèå Ax⃗ = f⃗ èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f⃗⊥KerAt.

5) Óðàâíåíèå Ax = f⃗ èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

óðàâíåíèå Atx⃗ = 0⃗ èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

6) Óðàâíåíèå Ax⃗ = f èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

óðàâíåíèå Ax⃗ = 0⃗ èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

7) KerA = {⃗0} ⇔ KerAt = {⃗0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ 1) è 2) ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 8.3. Óòâåðæäå-

íèå 3) âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 2) è ñîîòíîøåíèé

dimRanA = rankA = rankAt = dimRanAt.

Óòâåðæäåíèå 4) ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 8.3. Óòâåðæäåíèå 5) âûòåêàåò íåïî-

ñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 8.3. Óòâåðæäåíèå 6) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3). Óòâåðæäåíèå 7)

âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèé 1) è 3). �
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Îòìåòèì, ÷òî øåñòîå ñëåäñòâèå ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé Ôðåäãîëüìà.

3. Îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû. Èçîìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû â ñòàíäàðòíîì âåùå-

ñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îïð. Ìàòðèöó V ∈ Mn,n(R) íàçûâàþò îðòîãîíàëü-

íîé, åñëè åå ñòîëáöû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn. Çàäàâàåìûé ìàòðèöåé V

îïåðàòîð V : Rn → Rn áóäåì íàçûâàòü èçîìåòðè÷åñêèì.

Òåîðåìà 9.4. Äëÿ ìàòðèöû V ∈ Mn,n(R) ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) V � îðòîãîíàëüíà;

(ii) ïðè âñåõ x⃗, y⃗,∈ Rn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (V x⃗, V y⃗) = (x⃗, y⃗);

(iii) V tV = I;

(iv) V V t = I;

(v) ìàòðèöà V îáðàòèìà è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî V −1 = V t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà, ðàçóìååòñÿ, ñëåäóåò èç òåîðåìû 8.4 è ïðåäëîæåíèÿ 8.5, îäíàêî

íà ýêçàìåíå ýòó òåîðåìó ðàçðåøàåòñÿ ïðèâåñòè áåç äîêàçàòåëüñòâà. �

Ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû.

1) Åñëè V îðòîãîíàëüíàÿ, òî V t = V −1 � îðòîãîíàëüíàÿ.

2) Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà I � îðòîãîíàëüíà.

3) Åñëè V1 è V2 � îðòîãîíàëüíûå, òî V1V2 � îðòîãîíàëüíàÿ.

4) Åñëè V îðòîãîíàëüíà, òî detV = ±1.


