
Êðàòêèé êîíñïåêò ëåêöèè ïî êóðñó ¾Âûñøàÿ àëãåáðà¿ íà 23.03.2020

Ïðèìåð. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O, E3 � ïðîñòðàíñòâî âñåâîçìîæíûõ ðàäèóñ-

âåêòîðîâ, ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Òîãäà ëþáîå ïîäïðîñòðàíñâî â E3 � ýòî

(1) • ëèáî {O};

(2) • ëèáî El � ïðîñòðàíñòâî ðàäèóñ-âåêòîðîâ, ëåæàùèõ íà íåêîòîðîé ïðÿìîé l, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç òî÷êó O;

(3) • ëèáî Eα � ïðîñòðàíñòâî ðàäèóñ-âåêòîðîâ, ëåæàùèõ íà íåêîòîðîé ïëîñêîñòè α, ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O;

(4) • ëèáî âñå E3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2.2 ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü 0, 1, 2, 3. Åñëè

ðàçìåðíîñòü íóëåâàÿ, òî ïîäïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñ {O}; åñëè ðàçìåðíîñòü ðàâíà 3, òî

ïîäïðîñòðàâíñòâî ñîâïàäàåò ñ E3.

Åñëè ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà 2, òî ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò áàçèñ {⃗i, j⃗}. Ïîä-

ïðîñòðàíñòâî åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ {⃗i, j⃗}, ò.å. ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî Eα, ãäå α �

ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ âåêòîðû {⃗i, j⃗}.

Åñëè ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà 1, òî ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò áàçèñ {⃗i}. Ïîäïðî-

ñòðàíñòâî åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðà i⃗, ò.å. ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî El, ãäå l � ïðÿìàÿ,

ñîäåðæàùàÿ âåêòîð i⃗. �

3. Ïåðåñå÷åíèå è ëèíåéíàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ.

Îïð. Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K; F , G � ïîäïðîñòðàíñòâà â E. Îïðåäå-

ëèì ïåðåñå÷åíèå è ëèíåéíóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ F è G ðàâåíñòâàìè

F ∩G := {x ∈ E : x ∈ F, x ∈ G};

F +G := {x ∈ E : x = f + g, f ∈ F, g ∈ G}.

Ñâîéñòâî. F ∩G, F +G � ïîäïðîñòðàíñòâà â E.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ x, y ∈ F ∩ G, α ∈ K. Ñëåäîâàòåëüíî,

(ò.ê. F è G ïîäïðîñòðàíñòâà â E) âåðíî:

x+ y ∈ F, αx ∈ F, x+ y ∈ G, αx ∈ G.

Òàêèì îáðàçîì, x+ y ∈ F ∩G, αx ∈ F ∩G.

2) Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ x, y ∈ F +G, α ∈ K; ò.å.

x = f1 + g1, f1 ∈ F, g1 ∈ G; y = f2 + g2, f2 ∈ F, g2 ∈ G; α ∈ K.

Òîãäà î÷åâèäíû ðàâåíñòâà:

x+ y = (f1 + f2) + (g1 + g2), f1 + f2 ∈ F, g1 + g2 ∈ G;

αx = αf1 + αg1, αf1 ∈ F, αg1 ∈ G;
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êîòîðûå è ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèÿì x+ y ∈ F +G, αx ∈ F +G. �

Ïðèìåðû.

1) Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K; {f1, . . . , fN} ⊂ E, {g1, . . . , gM} ⊂ E.

Òîãäà (â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êè)

L {f1, . . . , fN}+ L {g1, . . . , gM} = L {f1, . . . , fN , g1, . . . , gM}.

2) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; F = El1 , G = El2 , ãäå l1 è l2 � ïðÿìûå èìå-

þùèå åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ � òî÷êó O. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

F ∩G = {O}, F +G = Eα,

ãäå α � ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ ïðÿìûå l1 è l2.

3) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; F = El, G = Eα, ãäå l � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç òî÷êó O, α � ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ ïðÿìóþ l. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

F ∩G = F, F +G = G.

4) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; F = El, G = Eα, ãäå l � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç òî÷êó O, α � ïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ ïðÿìóþ l â åäèíñòâåííîé òî÷êå O. Òîãäà

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

F ∩G = {O}, F +G = E3.

Òåîðåìà 2.9 Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K; F , G � ïîä-

ïðîñòðàíñòâà â E. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

dim(F +G) = dimF + dimG− dim(F ∩G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì áàçèñ {ek}pk=1 â ïîäïðîñòðàíñòâå F ∩ G. Äîñòðîèì ýòîò íàáîð

äî áàçèñà {e1, . . . , ep, f1, . . . , fN} â ïîäïðîñòðàíñòâå F . Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîïîëíèòü íàáîð

{ek}pk=1 äî áàçèñà {e1, . . . , ep, g1, . . . , gM} â G. Ïðîâåðèì, ÷òî íàáîð

{e1, . . . , ep, f1, . . . , fN , g1, . . . , gM}

åñòü áàçèñ â F +G.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x ∈ F +G ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

x = f + g, ãäå f = α1e1 + . . . αpep + β1f1 + · · ·+ βNfN ∈ F

g = γ1e1 + . . . γpep + δ1g1 + · · ·+ δMgM ∈ G.

Ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x = (α1 + γ1)e1 + . . . (αp + γp)ep + β1f1 + · · ·+ βNfN + δ1g1 + · · ·+ δMgM .

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî íàáîð {e1, . . . , ep, f1, . . . , fN , g1, . . . , gM} äèíåéíî íåçàâèñèì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

α̃1e1 + . . . α̃pep + β̃1f1 + · · ·+ β̃NfN + γ̃1g1 + · · ·+ γ̃MgM = O.

Ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

γ̃1g1 + · · ·+ γ̃MgM = −
(
α̃1e1 + . . . α̃pep + β̃1f1 + · · ·+ β̃NfN

)
.
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Î÷åâèäíî ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó G, à ïðàâàÿ �

ïîäïðîñòðàíñòâó F . Òàêèì îáðàçîì, îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðèíàäëåæàò ïîäïðî-

ñòðàíñòâó F ∩G, à ïîòîìó ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

γ̃1g1 + · · ·+ γ̃MgM = δ̃1e1 + · · ·+ δ̃pep;

α̃1e1 + . . . α̃pep + β̃1f1 + · · ·+ β̃NfN = ω̃1e1 + · · ·+ ω̃pep.

Ïîñëåäíèå æå ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

δ̃1e1 + · · ·+ δ̃pep − γ̃1g1 − · · · − γ̃MgM = O;

(α̃1 − ω̃1)e1 + . . . (α̃p − ω̃p)ep + β̃1f1 + · · ·+ β̃NfN = O.

Îòêóäà â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàáîðîâ

{e1, . . . , ep, f1, . . . , fN}, {e1, . . . , ep, g1, . . . , gM}

âûòåêàþò ðàâåíñòâà β̃1 = · · · = β̃N = γ̃1 = . . . γ̃M = 0. Òåïåðü èñõîäíîå ðàâåíñòâî

α̃1e1 + . . . α̃pep + β̃1f1 + · · ·+ β̃NfN + γ̃1g1 + · · ·+ γ̃MgM = O

ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

α̃1e1 + . . . α̃pep = O,

÷òî ïðèâîäèò ê α̃1 = · · · = α̃p = 0.

Èòàê íàáîð {e1, . . . , ep, f1, . . . , fN , g1, . . . , gM} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â F + G. Òàêèì îáðàçîì

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

dim(F +G) = p+N +M = (p+N) + (p+M)− p = dimF + dimG− dim(F ∩G).

�

4. Ïîäïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé.

Ïóñòü A ∈ Mm,n(K) � ôèêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà; ïîäïðîñòðàíñòâî FA â ïðîñòðàíñòâå Kn

îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

FA := {z⃗ ∈ Kn : Az⃗ = 0⃗}.

Òåîðåìà 2.10 Ïóñòü A ∈ Mm,n(K) � ôèêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà, r = rankA; {z⃗k}pk=1 � ôóí-

äàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Az⃗ = 0⃗. Òîãäà p = n − r, {z⃗k}n−r
k=1 �

áàçèñ â FA, dimFA = n− r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, ôóíäàìåíòàëüíîé ñèòåìîé ðåøåíèé ìû íàçûâàåì ëèíåé-

íî íåçàâèñèìûé íàáîð âåêòîðîâ {z⃗k}pk=1, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

Ax⃗ = 0⃗, è òàêîé, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû Ax⃗ = 0⃗ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-

íàöèè âåêòîðîâ {z⃗k}pk=1. Ïî ïðèçíàêó áàçèçà íàáîð âåêòîðîâ {z⃗k}pk=1 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â FA.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìåòîäîì Ãàóññà ÿâíî ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé äëèíû

n− r. Ïî òåîðåìå î äëèíå áàçèñà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî p = n− r. �

5. Ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ.

Îïð. Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, F è G � ïîäïðîñòðàíñòâà â E. Ñóììà

ïîäïðîñòðàíñòâ F +G íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé, åñëè äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x ∈ F +G ïðåäñòàâëåíèå
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x = f + g, f ∈ F , g ∈ G åäèíñòâåííî. Èíûìè ñëîâàìè, èç ðàâåíñòâà f1 + g1 = f2 + g2, ãäå

f1, f2 ∈ F , g1, g2 ∈ G, äîëæíû âûòåêàòü ñîîòíîøåíèÿ f1 = f2, g1 = g2.

Òåîðåìà 2.11 Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, F è G � ïîäïðîñòðàíñòâà â

E. Òîãäà ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ F + G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

F ∩G = {O}.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ñóììà F +G � ïðèÿìàÿ. Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî F ∩G = {O}. Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ x ∈ F , x ∈ G, òî âåêòîð x èìååò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ

x = f1 + g1 = f2 + g2, ãäå f1 = x ∈ F, g1 = O ∈ G, f2 = O ∈ F, g2 = x ∈ G.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f1 = f2, ò.å. x = O. Òàêèì îáðàçîì F ∩G = {O}.

2) Ïóñòü ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî F ∩ G = {O}. Ïðîâåðèì, ÷òî ñóììà F + G � ïðÿìàÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f1 + g1 = f2 + g2, ãäå f1, f2 ∈ F , g1, g2 ∈ G, òî

âåðíî ñîîòíîøåíèå f1 − f2 = g2 − g1. Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðèíàäëåæèò ïîä-

ïðîñòðàíñòâó G, ëåâàÿ ÷àñòü � ïîäïðîñòðàíñòâó F . Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

f1−f2, g2−g1 ∈ F ∩G = {O}. Ñëåäîâàòåëüíî f1−f2 = g2−g1 = O. Ñóììà F+G � ïðÿìàÿ. �

Îáîçíà÷åíèå. Åñëè ñóììà F +G � ïðÿìàÿ, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åå F +̇G.

Èç òåîðåì 2.9, 2.11 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2.12 Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K; F è G � ïîäïðîñòðàíñòâà

â E è ñóììà F +G � ïðÿìàÿ; {f1, . . . , fN} � áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå F , {g1, . . . , gM} � áàçèñ

â ïîäïðîñòðàíñòâå G. Òîãäà îáúåäèíåíèå áàçèñîâ â F è G {f1, . . . , fN , g1, . . . , gM} åñòü áàçèñ

â F +̇G, è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî dim(F +̇G) = dimF + dimG.

Óïð. Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K; F , G è H � ïîäïðîñòðàíñòâà â E.

Ïðîâåðüòå ðàâåíñòâî

(F +G) +H = F + (G+H).

Îáîçíà÷åíèå. Âñþäó íèæå ïîäðàçóìåâàåòñÿ F+G+H := F+(G+H). Cóììà ïîäïðîñòðàíñòâ

F1+· · ·+Fp íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé, åñëè äëÿ âñÿêîãî x ∈ F1+· · ·+Fp ïðåäñòàâëåíèå x =
∑p

k=1 fk,

fk ∈ Fk, k = 1, . . . , p, åäèíñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå ñóììà îáîçíà÷àåòñÿ F1+̇ . . . +̇Fp.

Ïðèìåðû.

• Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; F = El1 , G = El2 , ãäå l1 è l2 � ïðÿìûå èìå-

þùèå åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ � òî÷êó O. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

F ∩G = {O}, F +̇G = Eα,

ãäå α � ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ ïðÿìûå l1 è l2.

• Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; F = El, G = Eα, ãäå l � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç òî÷êó O, α � ïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ ïðÿìóþ l â åäèíñòâåííîé òî÷êå O. Òîãäà

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

F ∩G = {O}, F +̇G = E3.

• Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; F = Eα, G = Eβ , ãäå α, β � íåñîâïàäà-

þùèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó O è ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî ïðÿìîé l. Òîãäà
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ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

F ∩G = El, F +G = E3.

• Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; l1, l2, l3 � òðè íåêîìïëàíàðíûå ïðÿìûå,

ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå O; Fk = Elk , k = 1, 2, 3. Òîãäà F1+̇F2+̇F3 = E3. (Ïðîâåðüòå,

÷òî ñóììà � ïðÿìàÿ).

6. Ïðÿìîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Îïð. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K; F è G � ïîäïðîñòðàí-

ñòâà â E, ñóììà F + G � ïðÿìàÿ è ñîâïàäàåò ñ E. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî G íàçûâàåòñÿ

ïðÿìûì äîïîëíåíèåì ê ïîäïðîñòðàíñòâó F .

Òåîðåìà 2.13 Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K; F � ïîäïðîñòðàíñòâî â E.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðÿìîå äîïîëíåíèå ê F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü áàçèñ {f1, . . . , fN} â ïîäïðîñòðàíñòâå F . Äîïîëíèì

åãî äî áàçèñà {f1, . . . , fN , g1, . . . , gM} â ïðîñòðàíñòâå E. Ïîëîæèì G ðàâíûì ëèíåéíîé îáî-

ëî÷êå L {g1, . . . , gM}. Ïðîâåðèì, ÷òî G � ïðÿìîå äîïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàíñòâó F .

Äåéñòâèòåëüíî, âî-ïåðâûõ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

F +G = L {f1, . . . , fN}+ L {g1, . . . , gM} = L {f1, . . . , fN , g1, . . . , gM} = E.

Âî-âòîðûõ åñëè x ∈ F ∩G, òî x äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèÿ

x =

N∑
k=1

αkfk =

M∑
l=1

βlgl,

à çíà÷èò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

α1f1 + · · ·+ αNfN − β1g1 − · · · − βMgM = O.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà (â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàáîðà {f1, . . . , fN , g1, . . . , gM}) âû-

òåêàåò α1 = · · · = αN = β1 = · · · = βM = O, ò.å. x = O. Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå F ∩G = {O}. �

Ïðèìåð. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; F = El, G = Eα, ãäå α � ïëîñêîñòü,

ñîäåðæàùàÿ òî÷êó O, l � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O è íå ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè α.

Òîãäà El � ïðÿìîå äîïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàíñòâó Eα. Ïîñêîëüêó ïðÿìûõ l, óäîâëåòâîðÿþùèõ

âûøåïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì áåñêîíå÷íî ìíîãî, ïðÿìîå äîïîëíåíèå íå åäèíñòâåííî.


