
Êðàòêèé êîíñïåêò ëåêöèè ïî êóðñó ¾Âûñøàÿ àëãåáðà¿ íà 19.03.2020

�2. Ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

1. Îïðåäåëåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà; ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïðèìå-

ðû ïîäïðîñòðàíñòâ. Áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà.

Îïð. Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, F � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàí-

ñòâà E (∅ ̸= F ⊂ E). Òîãäà F íàçûâàþò ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà E, åñëè âûïîëíåíû

äâà óñëîâèÿ

• äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y ∈ F ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå x+ y ∈ F ,

• äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ F è ëþáîãî ÷èñëà α ∈ K âåðíî âêëþ÷åíèå αx ∈ F .

Óïð.

1) OE ∈ F ;

2) Åñëè x ∈ F , òî (−x) ∈ F ;

3) Ïîäïðîñòðàíñòâî F ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëî-

æåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, îïðåäåëåííûõ íà E;

4) {OE} � ïîäïðîñòðàíñòâî â E; E � ïîäïðîñòðàíñòâî â E.

Ëåììà 2.1 Ïóñòü A ∈ Mm,n(K) � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ Az⃗ = 0⃗:

F := {z⃗ ∈ Kn : Az⃗ = 0⃗}

ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â Kn.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Ïóñòü âåêòîðû x⃗, y⃗ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòó F , ò.å. Ax⃗ = 0⃗, Ay⃗ = 0⃗. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ A(x⃗+ y⃗) = Ax⃗+Ay⃗ = 0⃗ + 0⃗ = 0⃗; òàêèì îáðàçîì x⃗+ y⃗ ∈ F .

2) Ïóñòü α ∈ K � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî; âåêòîð x⃗ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó F (ò.å. Ax⃗ = 0⃗).

Òîãäà ñïðàâåäëèâî A(αx⃗) = αAx⃗ = α0⃗ = 0⃗; òàêèì îáðàçîì αx⃗ ∈ F .

�

Ïðèìåðû.

1) Ïóñòü A ∈ Mm,n(K), F := {z⃗ ∈ Kn : Az⃗ = 0⃗}. Òîãäà F � ïîäïðîñòðàíñòâî â Kn. Â

÷àñòíîñòè, ïîäïðîñòðàíñòâàìè â Kn ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

F := {z⃗ ∈ Kn : z1 = 0},

F := {z⃗ ∈ Kn : z1 = z2 = · · · = zn−1 = 0},

F := {z⃗ ∈ Kn : z1 + z2 + · · ·+ zn = 0},

F := {z⃗ ∈ Kn : z1 = z2 = · · · = zn−1}

è ò.ï.
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2) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êàO. Ïóñòü E3 � ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíûõ ðàäèóñ-

âåêòîðîâ ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Ìû çíàåì, ÷òî E3 âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Âûáåðåì ïðÿìóþ l è ïëîñêîñòü α, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó O. Îáîçíà÷èì ÷åðåç El

ìíîæåñòâî ðóäèóñ-âåêòîðîâ ñ íà÷àëîì â òî÷êå O, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé l. ×åðåç Eα

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðàäèóñ-âåêòîðîâ ñ íà÷àëîì â òî÷êå O, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè α.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî El è Eα � ïîäïðîñòðàíñòâà â E3. Áîëåå òîãî, åñëè l ⊂ α, òî El

ïîäïðîñòðàíñòâî â Eα.

3) Ïóñòü E = Mn,n(K); òîãäà F = {A ∈ E : TrA = 0} ïîäïðîñòðàíñòâî â E.

4) Ïóñòü E = Ωn(K), x0 ∈ R; òîãäà F = {P ∈ E : P (x0) = 0} � ïîäïðîñòðàíñòâî â E.

Òåîðåìà 2.2Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåìK, dimE = n, F � ïîäïðîñòðàíñòâî

â E. Òîãäà

1) F � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

2) Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 0 6 dimF 6 n.

3) dimF = 0 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè F = {O}.

4) dimF = n â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè F = E.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, ò.å. äëÿ âñÿêîãî N ∈ N ìîæíî óêà-

çàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð âåêòîðîâ {fk}Nk=1 ⊂ F . Â ýòîì ñëó÷àå ìû íàøëè

ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð {fk}Nk=1 ⊂ E, à ïîòîìó N 6 n. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå-

÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî F � êîíå÷íîìåðíî.

2) Êàê è âûøå äëÿ âñÿêîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî íàáîðà {fk}Nk=1 ⊂ F ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî N 6 n. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî F = {O}, ëèáî íàéäåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûé

íàáîð {fk}N0

k=1 ⊂ F ìàêñèìàëüíîé äëèíû N0 6 n. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî è åñòü áàçèñ â

F , N0 = dimF . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 0 6 dimF 6 n.

3) dimF = 0 ⇐⇒ F = {O} ïî îïðåäåëåíèþ.

4) Ðàçóìååòñÿ, âñåãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå F ⊂ E, è åñëè F = E, òî dimF = dimE =

n. Åñëè æå íàîáîðîò âåðíî ðàâåíñòâî dimF = n, òî çíà÷èò â F íàéäåòñÿ áàçèñ {ek}nk=1,

íî òîãäà ýòîò íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèì â E, à ïîòîìó ýòî áàçèñ â E. Ñëåäîâàòåëüíî,

âñÿêèé âåêòîð x èç E ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå x =
∑n

k=1 αkek, à ïîòîìó ïðè-

íàäëåæèò F . Òàêèì îáðàçîì, E = F .

�

2. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà.

Îïð. Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, {fk}Nk=1 ⊂ E � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé

íàáîð âåêòîðîâ èç E. Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé íàáîðà âåêòîðîâ {fk}Nk=1 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

L {f1, . . . , fN} := {x =

N∑
k=1

αkfk ∈ E, {αk}Nk=1 ⊂ K}.

Ëåììà 2.3 L {f1, . . . , fN} � ïîäïðîñòðàíñòâî â E.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈ L {f1, . . . , fN}, ò.å. x =
∑N

k=1 αkfk, y =
∑N

k=1 βkfk, {αk}Nk=1 ⊂

K, {βk}Nk=1 ⊂ K. Òîãäà âåêòîð x+ y èìååò âèä
∑N

k=1(αk + βk)fk, à çíà÷èò òîæå ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó L {f1, . . . , fN}. Àíàëîãè÷íî, ïðè âñÿêîì α ∈ K âåêòîð αx èìååò âèä
∑N

k=1(α ·αk)fk

è ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó L {f1, . . . , fN}. �

Ñâîéñòâî. {fk}Nk=1 ⊂ L {f1, . . . , fN}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïðèìåð, f1 = 1 · f1 + 0 · f2 + · · · + 0 · fN ∈ L {f1, . . . , fN}. Àíàëîãè÷íî

ïðîâåðÿþòñÿ îñòàëüíûå âêëþ÷åíèÿ. �

Ïðèìåðû.

1) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; j⃗ ̸= 0⃗ � íåêîòîðûé ðàäèóñ-âåêòîð ñ íà÷àëîì

â òî÷êå O, l � ïðèÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ âåêòîð j⃗. Òîãäà L {⃗j} � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî El.

2) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; i⃗, j⃗ � íåêîòîðûå íåêîëëèíåàðíûå ðàäèóñ-

âåêòîðû ñ íà÷àëîì â òî÷êå O, α � ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ âåêòîðû i⃗, j⃗. Òîãäà L {⃗i, j⃗}

� ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî Eα.

3) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; i⃗, j⃗, k⃗ � íåêîòîðûå íåêîìïëàíàðíûå ðàäèóñ-

âåêòîðû ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Òîãäà L {⃗i, j⃗, k⃗} � ýòî ïðîñòðàíñòâî E3.

4) Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K; {ek}nk=1 � áàçèñ â E. Òîãäà L {ek}nk=1 = E.

Ëåììà 2.4 Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, {fk}Nk=1, {gl}Ml=1 ⊂ E � ïðîèç-

âîëüíûå êîíå÷íûå íàáîðû âåêòîðîâ èç E. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ fk ∈ L {gl}Ml=1,

k = 1, . . . , N . Òîãäà L {fk}Nk=1 ⊂ L {gl}Ml=1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäûé âåêòîð fk, k = 1, . . . , N , ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
f1 = a11g1 + · · ·+ a1MgM ,
...
fN = aN1g1 + · · ·+ aNMgM .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x ∈ L {fk}Nk=1 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

x = α1f1 + · · ·+ αNfN =

= α1(a11g1 + · · ·+ a1MgM ) + · · ·+ αN (aN1g1 + · · ·+ aNMgM ) =

= (a11α1 + · · ·+ aN1αN )g1 + · · ·+ (a1Mα1 + · · ·+ aNMαNgM ),

îòêóäà è âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Èç ëåììû 2.4 íåìåäëåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 2.5 Åñëè {fk}Nk=1 ⊂ {gl}Ml=1, òî L {fk}Nk=1 ⊂ L {gl}Ml=1.

Ñëåäñòâèå 2.6 Ïóñòü fN =
∑N−1

k=1 γkfk. Òîãäà L {f1, . . . , fN} = L {f1, . . . , fN−1}.

Èç ñëåäñòâèé 2.5, 2.6 íåòðóäíî âûâåñòè ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà 2.7 Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, {fk}Nk=1 ⊂ E � ïðîèçâîëüíûé

êîíå÷íûé íàáîð âåêòîðîâ èç E. Òîãäà ëèáî L {f1, . . . , fN} = {O} ëèáî áàçèñîì â L {f1, . . . , fN}

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûé ïîäíàáîð âåêòîðîâ èç {f1, . . . , fN} ìàêñèìàëüíîé äëèíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè íàáîð {f1, . . . , fN} ëèíåéíî íåçàâèñèì, òî ýòî áàçèñ â L {f1, . . . , fN}

ïî ïðèçíàêó áàçèñà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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2) Åñëè íàáîð âåêòîðîâ {f1, . . . , fN} ëèíåéíî çàâèñèì, òî îäèí èç âåêòîðîâ (íàïðèìåð fN )

ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç âñå îñòàëüíûå. Âûáðîñèì ýòîò âåêòîð fN . Ïðè ýòîì (ñì. ñëåäñòâèå

2.6) ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ íå èçìåíèòñÿ. Åñëè ïîëó÷èâøèéñÿ íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèì,

òî ýòî èñêîìûé áàçèñ. Åñëè ïîëó÷èâøèéñÿ íàáîð ëèíåéíî çàâèñèì, íàéäåì íîâûé âåêòîð,

âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç âñå îñòàëüíûå è ïðîäîëæèì ïðîöåäóðó. Çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû

ëèáî ïðèäåì ê ëèíåéíî íåçàâèñèìîìó íàáîðó, êîòîðûé è áóäåò áàçèñîì â ëèíåéíîé îáîëî÷êå

L {f1, . . . , fN}, ëèáî îáíàðóæèì, ÷òî L {f1, . . . , fN} ÿâëÿåòñÿ ¾íóëåâûì¿ ïîäïðîñòðàíñòâîì.

�

Èç òåîðåìû 2.7 ìãíîâåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.8 Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, dimE = n;

{fk}Nk=1 ⊂ E � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé íàáîð âåêòîðîâ èç E. Òîãäà

• Åñëè íàáîð {f1, . . . , fN} ëèíåéíî íåçàâèñèì, òî îí ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â L {f1, . . . , fN}.

• dimL {f1, . . . , fN} 6 N .

• dimL {f1, . . . , fN} 6 n.


