
Êðàòêèé êîíñïåêò ëåêöèè ïî êóðñó ¾Âûñøàÿ àëãåáðà¿ íà 16.04.2020

�5. Èçîìîðôèçì åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ

1. Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î çàäàíèè îïåðàòîðà íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ. Â ýòîì ïóíêòå

ìû âåðíåìñÿ ê òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ëþáîé ëèíåéíûé

îïåðàòîð äîñòàòî÷íî çàäàòü òîëüêî íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü E è F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K; {ek}nk=1

� áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå E; {fk}nk=1 � ïðîèçâîëüíûé íàáîð âåêòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà F . Òîãäà

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A ∈ Λ(E,F ) óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

Aek = fk, k = 1, . . . , n. (+)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñóùåñòâîâàíèå. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå A : E → F ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

∀x =

n∑
k=1

αkek ∈ E Ax =

n∑
k=1

αkfk.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå ëèíåéíî:

x =

n∑
k=1

αkek, y =

n∑
k=1

βkek ⇒ αx+ βy =

n∑
k=1

(ααk + ββk)ek ⇒

A(x+ y) =

n∑
k=1

(ααk + ββk)fk = α

n∑
k=1

αkfk + β

n∑
k=1

βkfk = Ax+ Ay,

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (+):

ek = 0e1 + . . .+ 0ek−1 + 1ek + 0ek+1 + · · ·+ 0en ⇒

Aek = 0f1 + . . .+ 0fk−1 + 1fk + fek+1 + · · ·+ 0fn = fk.

Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ëèíåéíûå îïåðàòîðû A è B óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (+).

Òîãäà ïðè âñÿêîì x =
n∑

k=1

αkek ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Bx =

n∑
k=1

αkBek =

n∑
k=1

αkfk =

n∑
k=1

αkAek = Ax.

Òàêèì îáðàçîì A = B. �

Ïóñòü E è F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K; âñïîìíèì, ÷òî

èçîìîðôèçìîì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ E è F íàçûâàþò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå J : E → F ,

åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü E è F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K; {ek}nk=1 �

áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå E; {fk}nk=1 � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå F ; ëèíåéíûé îïåðàòîð A ∈ Λ(E,F )

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

Aek = fk, k = 1, . . . , n.

Òîãäà A � èçîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Äëÿ âñÿêîãî f =
n∑

k=1

αkfk íàéäåòñÿ x =
n∑

k=1

αkek òàêîé, ÷òî Ax = f .
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2) Ïðåäïîëîæèì äëÿ íåêîòîðûõ x =
n∑

k=1

αkek ∈ E è y =
n∑

k=1

βkek ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî Ax = Ay; òîãäà âåðíî ñîîòíîøåíèå
n∑

k=1

αkfk =
n∑

k=1

βkfk, à ïîòîìó αk = βk, k = 1, . . . , n,

ò.å. x = y.

Òàêèì îáðàçîì A � èçîìîðôèçì. �

2. Èçîìîðôèçì åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî äàëåå ìû ðàçáèðàåì

ñëó÷àé âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâà îäíîâðåìåííî. Èíîãäà ýòî

áóäåò ïðèâîäèòü ê òîìó, ÷òî â ôîðìóëàõ áóäóò âñòðå÷àòüñÿ êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå èëè

âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü. Ýòî íå ïðèâåäåò ê íåäîðàçóìåíèÿì, åñëè ïîìíèòü, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííîãî

z ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà z = z = Rez.

Îïð. Ïóñòü E è F � åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì K. Ãîâîðÿò, ÷òî

îòîáðàæåíèå J : E → F � èçîìîðôèçì åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, åñëè J � èçîìîðôèçì

ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, J ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò.å.

∀x, y ∈ E (Jx, Jy) = (x, y).

Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà E è F íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

J : E → F � èçîìîðôèçì åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü E è F � êîíå÷íîìåðíûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì

æå ïîëåì K. Òîãäà åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà E è F èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

dimE = dimF .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè E è F èçîìîðôíû êàê åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà, òî îíè èçîìîðôíû

è êàê ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, à ïîòîìó dimE = dimF .

Îáðàòíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå dimE = dimF = n. Âûáåðåì îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ {ek}nk=1 â ïðîñòðàíñòâå E è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {fk}nk=1 â ïðîñòðàíñòâå

F . Îïðåäåëèì îïåðàòîð J óñëîâèÿìè

Jek = fk, k = 1, . . . , n.

Äëÿ ëþáûõ x =
n∑

k=1

αkek ∈ E è y =
n∑

k=1

βkek ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(Jx, Jy) = (

n∑
k=1

αkfk,

n∑
l=1

βlfl) =

n∑
k=1

αkβk = (x, y).

Ïðè ýòîì, ïî òåîðåìå 5.2, îïåðàòîð J � èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. �

�6. Îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå. Îðòîãîíàëüíûå

ïðîåêòîðû

1. Îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïð. Ïóñòü E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; F � ïîäïðîñòðàíñòâî â E, g ∈ E. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî âåêòîð g îðòîãîíàëåí ïîäïðîñòðàíñòâó F (g⊥F ), åñëè âåêòîð g îðòîãîíàëåí êàæäîìó

âåêòîðó èç ïîäïðîñòðàíñòâà F .
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Îïð. Ïóñòü E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; F , G � ïîäïðîñòðàíñòâà â E. Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî

ïîäïðîñòðàíñòâà F è G îðòîãîíàëüíû, åñëè

∀f ∈ F, g ∈ G f⊥g.

Ïðèìåðû.

1) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; E = E3 � ïðîñòðàíñòâî ðàäèóñ-âåêòîðîâ

ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Ïóñòü l1 è l2 � äâå îðòîãîíàëüíûå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç

òî÷êó O; F = El1 , G = El2 ïîäïðîñòðàíñòâà ðàäèóñ âåêòîðîâ ëåæàùèõ íà ïðÿìûõ l1

è l2, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà F⊥G.

2) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; E = E3 � ïðîñòðàíñòâî ðàäèóñ-âåêòîðîâ

ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Ïóñòü l � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O, α � ïëîñêîñòü

ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé l è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O; F = El � ïîäïðîñòðàíñòâî

ðàäèóñ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé l; G = Eα � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàäèóñ âåêòîðîâ,

ëåæàùèõ íà ïëîñêîñòè α. Òîãäà F⊥G.

3) Ïóñòü çàäàíî ñòàíäàðòíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E = R3; F =

L {f⃗1, f⃗2}, G = L {g⃗0}, ãäå f⃗1 = (1, 1, 1)t, f⃗2 = (1,−1, 1)t, g⃗0 = (1, 0,−1)t. Òîãäà F⊥G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ g⃗0⊥f⃗1, g⃗0⊥f⃗2. Ñëå-

äîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ f⃗ = αf⃗1 + βf⃗2 ∈ F , g⃗ = γg⃗0 ∈ G ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî

(f⃗ , g⃗) = αγ(f1, g0) + βγ(f⃗2, g⃗0) = 0, ò.å. f⃗⊥g⃗.

�

Ñâîéñòâî. Ïóñòü E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; F , G � ïîäïðîñòðàíñòâà â E, F⊥G. Òîãäà

F ∩G = {O}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåêîòîðûé âåêòîð x ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ ïîäïðîñòðàíñòâ F è

G. Ñëåäîâàòåëüíî x ∈ F , x ∈ G, à ïîòîìó (x, x) = 0, è çíà÷èò x = O. �

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; F1, . . . , Fp � ïîäïðîñòðàíñòâà â E; Fi⊥Fj

ïðè i ̸= j. Òîãäà ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ F1 + · · ·+ Fp � ïðÿìàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð x ∈ F1 + · · ·+ Fp èìååò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ

x = f1 + · · ·+ fp = h1 + · · ·+ hp, f1, h1 ∈ F1, . . . , fp, hp ∈ Fp.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(f1 − h1) + · · ·+ (fp − hp) = O.

Óìíîæàÿ ñêàëÿðíî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà âåêòîð fj − hj è ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì

(fj − hj , fk − hk) = 0, ïðè j ̸= k,

ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (fj − hj , fj − hj) = 0, îòêóäà è ñëåäóåò fj = hj ïðè ëþáîì j = 1, . . . , p. �
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Îïð. Ïóñòü E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; F1, . . . , Fp � ïîäïðîñòðàíñòâà â E; Fi⊥Fj ïðè i ̸= j.

Òîãäà ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ F1 + · · ·+ Fp íàçûâàåòñÿ îðòîãîíîëüíîé ñóììîé è îáîçíà÷àåòñÿ

F1 ⊕ · · · ⊕ Fp.

Ïðèìåðû.

1) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; E = E3 � ïðîñòðàíñòâî ðàäèóñ-âåêòîðîâ

ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Ïóñòü l � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O, α � ïëîñêîñòü

ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé l è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O; F = El � ïîäïðîñòðàíñòâî

ðàäèóñ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé l; G = Eα � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàäèóñ âåêòîðîâ,

ëåæàùèõ íà ïëîñêîñòè α. Òîãäà F⊥G; F ⊕G = E.

2) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; E = E3 � ïðîñòðàíñòâî ðàäèóñ-âåêòîðîâ ñ

íà÷àëîì â òî÷êå O. Ïóñòü l1, l2 è l3 � òðè îðòîãîíàëüíûå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç

òî÷êó O; F1 = El1 , F2 = El2 , F3 = El3 ïîäïðîñòðàíñòâà ðàäèóñ âåêòîðîâ ëåæàùèõ íà

ïðÿìûõ l1, l2 è l3, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà F1 ⊕ F2 ⊕ F3 = E.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; F1, . . . , Fp � ïîäïðîñòðàíñòâà â E; Fi⊥Fj

ïðè i ̸= j. Òîãäà îáúåäèíåíèå îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ ïîäïðîñòðàíñòâ F1, . . . , Fp ÿâëÿåòñÿ

îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â F1 ⊕ · · · ⊕ Fp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáúåäèíåíèå áàçèñîâ ïîäïðîñòðàíñòâ F1, . . . , Fp ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðÿ-

ìîé ñóììå F1 ⊕ · · · ⊕ Fp. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ÷òî ïîëó÷åííûé áàçèñ îðòîíîðìèðîâàííûé. Ïî

ïîñòðîåíèþ âñå âåêòîðû áàçèñà åäèíè÷íîé äëèíû. Åñëè äâà âåêòîðà áàçèñà ïðèíàäëåæàò îä-

íîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, òî îíè îðòîãîíàëüíû, ò.ê. èñõîäíûå áàçèñû áûëè îðòîíîðìèðîâàíû;

åñëè äâà âåêòîðà áàçèñà ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì, òî îíè îðòîãîíàëüíû, ò.ê.

ïîäïðîñòðàíñòâà îðòîãîíàëüíû. �

2. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îð-

òîãîíàëüíûé ïðîåêòîð.

Ñâîéñòâî. Ïóñòü E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K; M ⊂ E� íåêîòîðîå ïîäìíîæå-

ñòâî ïðîñòðàíñòâà E. Òîãäà ìíîæåñòâî M⊥ = {x ∈ E : ∀f ∈ M x⊥f} ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-

ñòâîì â E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y ∈ M⊥ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀f ∈ M (x+ y, f) = (x, f) + (y, f) = 0,

à ïîòîìó x+ y ∈ M⊥.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ M⊥ è ëþáîãî ÷èñëà α ∈ K âûïîëíåíî

∀f ∈ M (αx, f) = α(x, f) = 0,

è çíà÷èò αx ∈ M⊥. �
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Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, F � ïîäïðî-

ñòðàíñòâî â E. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî G â ïðîñòðàíñòâå E, óäîâëå-

òâîðÿþùåå óñëîâèÿì

F⊥G, F ⊕G = E.

Ïðè ýòîì G = F⊥ := {g ∈ E : ∀f ∈ F g⊥f}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñóùåñòâîâàíèå ïîäïðîñòðàíñòâà G. Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ {fk}pk=1 â ïîäïðîñòðàíñòâå F . Äîñòðîèì åãî äî áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå E è ïðèìåíèì

ê ïîëó÷åííîìó áàçèñó ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçàöèè ïî Øìèäòó. Èç îïðåäåëåíèÿ îðòîãîíàëè-

çàöèè ïî Øìèäòó âûòåêàåò, ÷òî ïåðâûå p âåêòîðîâ îòñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè. Òàêèì îáðàçîì

ìû ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå E ñëåäóþùåãî âèäà

{f1, . . . , fp, g1, . . . , gn−p}

Ïîëîæèì G = L {g1, . . . , gn−p}. Ïî ïîñòðîåíèþ ïîäïðîñòðàíñòâî G � èñêîìîå.

Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà G. Ïðåäïîëîæèì íàéäóòñÿ äâà ïîäïðîñòðàí-

ñòâà G1, G2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

F⊥Gi, F ⊕Gi = E, i = 1, 2.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà g ∈ G2 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (g ∈ E = F ⊕G1)

g = f + g1, f ∈ F, g1 ∈ G1.

Òîãäà âûïîëíåíû ðàâåíñòâà 0 = (g, f) = (f, f)+(g1, f) = (f, f). Ñëåäîâàòåëüíî âåêòîð f ðàâåí

íóëþ, ò.å. g = g1 ∈ G1. Òàêèì îáðàçîì G2 ⊂ G1. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì G1 ⊂ G2.

Ïðîâåðèì, íàêîíåö, ðàâåíñòâî G = F⊥ := {g ∈ E : ∀f ∈ F g⊥f}. Ïî îïðåäåëåíèþ G⊥F ,

à ïîòîìó G ⊂ F⊥. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ F⊥

ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

x = f + g, f ∈ F, g ∈ G.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà 0 = (x, f) = (f, f) + (g, f) = (f, f), à ïîòîìó f = O, è

çíà÷èò x = g ∈ G. �

Îïð. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, F , G � ïîäïðîñòðàí-

ñòâà â E, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

F⊥G, F ⊕G = E.

Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî G = F⊥ íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê ïîäïðîñòðàíñòâó

F â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E.

Ñâîéñòâà.

1) E⊥ = {O};

2) {O}⊥ = E;

3) G = F⊥ ⇔ F = G⊥;

4)
(
F⊥)⊥ = F .
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Ïðèìåðû.

1) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; E = E3 � ïðîñòðàíñòâî ðàäèóñ-âåêòîðîâ

ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Ïóñòü l � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O, α � ïëîñêîñòü

ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé l è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O; F = El � ïîäïðîñòðàíñòâî

ðàäèóñ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé l; G = Eα � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàäèóñ âåêòîðîâ,

ëåæàùèõ íà ïëîñêîñòè α. Òîãäà F⊥G; F ⊕G = E; òàêèì îáðàçîì E⊥
α = El.

2) Ïóñòü çàäàíî ñòàíäàðòíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E = R3; F =

L {f⃗1, f⃗2}, G = L {g⃗0}, ãäå f⃗1 = (1, 1, 1)t, f⃗2 = (1,−1, 1)t, g⃗0 = (1, 0,−1)t. Òîãäà F⊥G,

ñëåäîâàòåëüíî, dimF ⊕G = 3, à ïîòîìó F ⊕G = R3. Òàêèì îáðàçîì G⊥ = F , F⊥ = G.

Îïð. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, F � ïîäïðîñòðàíñòâî

â E. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî x ∈ E ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

x = f + g, f ∈ F, g ∈ F⊥.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå P : E → E ðàâåíñòâîì Px = f . Îòîáðàæåíèå P íàçûâàåòñÿ îðòîãî-

íàëüíûì ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî F .

Ñâîéñòâà.

1) P � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðû x, y ∈ E èìåþò ïðåäñòàâëåíèÿ

x = f1 + g1, y = f2 + g2.

Òîãäà ïðè âñåõ α, β ∈ K ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

αx+ βy = (αf1 + βf2) + (αg1 + βg2);

ïðè ýòîì αf1 + βf2 ∈ F , αg1 + βg2 ∈ G. Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P (αx+ βy) = αf1 + βf2 = αPx+ βPy.

�

2) RanP = F , P 2 = P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà f ∈ F ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

f = f +O, f ∈ F, O ∈ G.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî ðàâåíñòâî Pf = f . Òàêèì îáðàçîì, âî-ïåðâûõ RanP = F ; âî-

âòîðûõ ïðè âñåõ x ∈ E âûïîëíåíî

P 2x = P (Px) = Px, ò.ê. Px ∈ F.

�

3) (Px, y) = (y, Px), x, y ∈ E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y ∈ E ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ

x = f1 + g1, y = f2 + g2.
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Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

(Px, y) = (f1, f2 + g2) = (f1, f2) + (f1, g2) = (f1, f2) = (f1 + g1, f2) = (x, Py).

�

4) Pf = f ⇔ f ∈ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ïðÿìîå ñëåäñòâèå ñâîéñòâà 2. �

5) ∥x∥2 = ∥Px∥2 + ∥x− Px∥2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäñòâèå ðàçëîæåíèÿ x = Px+(x−Px) è òåîðåìû Ïèôàãîðà,

ò.ê. x⊥(x− Px). �

6) Ïóñòü {ek}pk=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå F . Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

Px =

p∑
k=1

(x, ek)ek, x ∈ E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïîëíèì íàáîð {ek}pk=1 äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà

{e1, . . . , ep, g1, . . . , gq}

â ïðîñòðàíñòâå E (î âîçìîæíîñòè ýòîãî ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.3). Òîãäà äëÿ

âñÿêîãî âåêòîðà x ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

x = (x, e1)e1 + . . .+ (x, ep)ep + (x, g1)g1 + . . .+ (x, gq)gq.

Ïðè ýòîì âåðíû âêëþ÷åíèÿ

f := (x, e1)e1 + . . .+ (x, ep)ep ∈ F, g := (x, g1)g1 + . . .+ (x, gq)gq ∈ G.

Òàêèì îáðàçîì Px = f . �

Ïðèìåð. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; E = E3 � ïðîñòðàíñòâî ðàäèóñ-âåêòîðîâ

ñ íà÷àëîì â òî÷êå O; j⃗ ̸= 0⃗ ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, F = L {⃗j}, P � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà

ïîäïðîñòðàíñòâî F . Òîãäà Px⃗ = Kj⃗ x⃗ � êîìïîíåíòà âåêòîðà ïî îñè, ñîíàïðàâëåííîé âåêòîðó

j⃗.

�7. Îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ â ñòàíäàðòíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

Çäåñü ìû äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïîâòîðèì íàøè ðàññóæäåíèÿ îá îðòîãîíàëüíîé ñóììå

ïîäïðîñòðàíñòâ è îðòîãîíàëüíûõ äîïîëíåíèÿõ â ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

Kn ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

1. Îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ â ñòàíäàðòíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïð. Ïóñòü F � ïîäïðîñòðàíñòâî â Kn, g⃗ ∈ Kn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð g⃗ îðòîãîíàëåí

ïîäïðîñòðàíñòâó F (g⃗⊥F ), åñëè âåêòîð g⃗ îðòîãîíàëåí êàæäîìó âåêòîðó èç ïîäïðîñòðàíñòâà

F .
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Îïð. Ïóñòü F , G � ïîäïðîñòðàíñòâà â Kn. Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà F è G

îðòîãîíàëüíû, åñëè

∀f⃗ ∈ F, g⃗ ∈ G f⃗⊥g⃗.

Ïðèìåð. Ïóñòü F = L {f⃗1, f⃗2}, G = L {g⃗0}, ãäå f⃗1 = (1, 1, 1)t, f⃗2 = (1,−1, 1)t, g⃗0 = (1, 0,−1)t.

Òîãäà F⊥G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ g⃗0⊥f⃗1, g⃗0⊥f⃗2. Ñëåäîâàòåëü-

íî, äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ f⃗ = αf⃗1 + βf⃗2 ∈ F , g⃗ = γg⃗0 ∈ G ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(f⃗ , g⃗) = αγ(f1, g0) + βγ(f⃗2, g⃗0) = 0, ò.å. f⃗⊥g⃗.

�

Ñâîéñòâî. Ïóñòü F , G � ïîäïðîñòðàíñòâà â Kn, F⊥G. Òîãäà F ∩G = {O}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåêîòîðûé âåêòîð x⃗ ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ ïîäïðîñòðàíñòâ F è

G. Ñëåäîâàòåëüíî x⃗ ∈ F , x⃗ ∈ G, à ïîòîìó (x⃗, x⃗) = 0, è çíà÷èò x⃗ = 0⃗. �

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü F1, . . . , Fp � ïîäïðîñòðàíñòâà â Kn; Fi⊥Fj ïðè i ̸= j. Òîãäà ñóììà

ïîäïðîñòðàíñòâ F1 + · · ·+ Fp � ïðÿìàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð x⃗ ∈ F1 + · · ·+ Fp èìååò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ

x⃗ = f⃗1 + · · ·+ f⃗p = h⃗1 + · · ·+ h⃗p, f⃗1, h⃗1 ∈ F1, . . . , f⃗p, h⃗p ∈ Fp.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(f⃗1 − h⃗1) + · · ·+ (f⃗p − h⃗p) = 0⃗.

Óìíîæàÿ ñêàëÿðíî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà âåêòîð f⃗j − h⃗j è ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì

(f⃗j − h⃗j , f⃗k − h⃗k) = 0, ïðè j ̸= k,

ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (f⃗j − h⃗j , f⃗j − h⃗j) = 0, îòêóäà è ñëåäóåò f⃗j = h⃗j ïðè ëþáîì j = 1, . . . , p. �

Îïð. Ïóñòü F1, . . . , Fp � ïîäïðîñòðàíñòâà â Kn; Fi⊥Fj ïðè i ̸= j. Òîãäà ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ

F1 + · · ·+ Fp íàçûâàåòñÿ îðòîãîíîëüíîé ñóììîé è îáîçíà÷àåòñÿ F1 ⊕ · · · ⊕ Fp.

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü F1, . . . , Fp � ïîäïðîñòðàíñòâà â Kn; Fi⊥Fj ïðè i ̸= j. Òîãäà îáúåäè-

íåíèå îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ ïîäïðîñòðàíñòâ F1, . . . , Fp ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì

áàçèñîì â F1 ⊕ · · · ⊕ Fp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáúåäèíåíèå áàçèñîâ ïîäïðîñòðàíñòâ F1, . . . , Fp ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðÿ-

ìîé ñóììå F1 ⊕ · · · ⊕ Fp. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ÷òî ïîëó÷åííûé áàçèñ îðòîíîðìèðîâàííûé. Ïî

ïîñòðîåíèþ âñå âåêòîðû áàçèñà åäèíè÷íîé äëèíû. Åñëè äâà âåêòîðà áàçèñà ïðèíàäëåæàò îä-

íîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, òî îíè îðòîãîíàëüíû, ò.ê. èñõîäíûå áàçèñû áûëè îðòîíîðìèðîâàíû;

åñëè äâà âåêòîðà áàçèñà ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì, òî îíè îðòîãîíàëüíû, ò.ê.

ïîäïðîñòðàíñòâà îðòîãîíàëüíû. �
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2. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà â ñòàíäàðòíîì åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå.

Ñâîéñòâî. Ïóñòü M ⊂ Kn� íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Kn. Òîãäà ìíîæåñòâî

M⊥ = {x⃗ ∈ Kn : ∀f⃗ ∈ M x⃗⊥f⃗} ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â Kn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x⃗, y⃗ ∈ M⊥ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀f⃗ ∈ M (x⃗+ y⃗, f⃗) = (x⃗, f⃗) + (y⃗, f⃗) = 0,

à ïîòîìó x⃗+ y⃗ ∈ M⊥.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x⃗ ∈ M⊥ è ëþáîãî ÷èñëà α ∈ K âûïîëíåíî

∀f⃗ ∈ M (αx⃗, f⃗) = α(x⃗, f⃗) = 0,

è çíà÷èò αx⃗ ∈ M⊥. �

Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü F � ïîäïðîñòðàíñòâî â Kn. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî G â ïðîñòðàíñòâå Kn, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

F⊥G, F ⊕G = Kn.

Ïðè ýòîì G = F⊥ := {g⃗ ∈ Kn : ∀f⃗ ∈ F g⃗⊥f⃗}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñóùåñòâîâàíèå ïîäïðîñòðàíñòâà G. Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ {f⃗k}pk=1 â ïîäïðîñòðàíñòâå F . Äîñòðîèì åãî äî áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå Kn è ïðè-

ìåíèì ê ïîëó÷åííîìó áàçèñó ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçàöèè ïî Øìèäòó. Èç îïðåäåëåíèÿ îðòî-

ãîíàëèçàöèè ïî Øìèäòó âûòåêàåò, ÷òî ïåðâûå p âåêòîðîâ îòñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè. Òàêèì

îáðàçîì ìû ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Kn ñëåäóþùåãî âèäà

{f⃗1, . . . , f⃗p, g⃗1, . . . , g⃗n−p}

Ïîëîæèì G = L {g⃗1, . . . , g⃗n−p}. Ïî ïîñòðîåíèþ ïîäïðîñòðàíñòâî G � èñêîìîå.

Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà G. Ïðåäïîëîæèì íàéäóòñÿ äâà ïîäïðîñòðàí-

ñòâà G1, G2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

F⊥Gi, F ⊕Gi = Kn, i = 1, 2.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà g⃗ ∈ G2 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (g⃗ ∈ Kn = F ⊕G1)

g⃗ = f⃗ + g⃗1, f⃗ ∈ F, g⃗1 ∈ G1.

Òîãäà âûïîëíåíû ðàâåíñòâà 0 = (g⃗, f⃗) = (f⃗ , f⃗)+(g⃗1, f⃗) = (f⃗ , f⃗). Ñëåäîâàòåëüíî âåêòîð f⃗ ðàâåí

íóëþ, ò.å. g⃗ = g⃗1 ∈ G1. Òàêèì îáðàçîì G2 ⊂ G1. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì G1 ⊂ G2.

Ïðîâåðèì, íàêîíåö, ðàâåíñòâî G = F⊥ := {g⃗ ∈ Kn : ∀f⃗ ∈ F g⃗⊥f⃗}. Ïî îïðåäåëåíèþ G⊥F ,

à ïîòîìó G ⊂ F⊥. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x⃗ ∈ F⊥

ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

x⃗ = f⃗ + g⃗, f⃗ ∈ F, g⃗ ∈ G.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà 0 = (x⃗, f⃗) = (f⃗ , f⃗) + (g⃗, f⃗) = (f⃗ , f⃗), à ïîòîìó f⃗ = 0⃗, è

çíà÷èò x⃗ = g⃗ ∈ G. �
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Îïð. Ïóñòü F , G � ïîäïðîñòðàíñòâà â Kn, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

F⊥G, F ⊕G = Kn.

Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî G = F⊥ íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê ïîäïðîñòðàíñòâó

F â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Kn.

Ñâîéñòâà.

1) (Kn)
⊥
= {⃗0};

2) {⃗0}⊥ = Kn;

3) G = F⊥ ⇔ F = G⊥;

4)
(
F⊥)⊥ = F .

Ïðèìåðû. Ïóñòü F = L {f⃗1, f⃗2}, G = L {g⃗0}, ãäå f⃗1 = (1, 1, 1)t, f⃗2 = (1,−1, 1)t, g⃗0 =

(1, 0,−1)t. Òîãäà F⊥G, ñëåäîâàòåëüíî, dimF ⊕ G = 3, à ïîòîìó F ⊕ G = R3. Òàêèì îáðà-

çîì G⊥ = F , F⊥ = G.


