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Ãëàâà VI. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

�1. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

1. Ïîíÿòèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Îïð. Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ n âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ñëåäóþùåãî

âèäà

Φ(x1, . . . , xn) = Φ(x⃗) =

n∑
i,j=1

aijxixj , x⃗ = (x1, . . . , xn)
t ∈ Rn.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Φ(x⃗), x⃗ ∈ Rn, ñóùåñòâóåò ìàòðèöà

A ∈ Mn,n(R), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó Φ(x⃗) = (Ax⃗, x⃗), x⃗ ∈ Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

Φ(x⃗) =
n∑

i,j=1

aijxixj , x⃗ = (x1, . . . , xn)
t ∈ Rn,

âûáåðåì ìàòðèöó

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 .

Î÷åâèäíû ðàâåíñòâà

(Ax⃗, x⃗) =

n∑
i=1

(Ax⃗)ixi =

n∑
i=1

 n∑
j=1

aijxj

xi =

=

n∑
i=1

 n∑
j=1

aijxixj

 =

n∑
i,j=1

aijxixj = Φ(x⃗), x⃗ = (x1, . . . , xn)
t ∈ Rn.

�

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî ïðåäñòàâëåíèå Φ(x⃗) = (Ax⃗, x⃗), x⃗ ∈ Rn, íå åäèñòâåííî. Íàïðèìåð ôîð-

ìà Φ(x1, x2) = x1x2 = x2x1 = 1
2x1x2 + 1

2x2x1, x1, x2 ∈ R, ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì

îáðàçîì

Φ(x⃗) = (Ax⃗, x⃗) = (Bx⃗, x⃗) = (Cx⃗, x⃗),

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0 0
1 0

)
, C =

(
0 1/2
1/2 0

)
, x⃗ = (x1, x2)

t ∈ R2.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Φ(x⃗), x⃗ ∈ Rn, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà A ∈ Mn,n(R), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó Φ(x⃗) = (Ax⃗, x⃗), x⃗ ∈ Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è âûøå, äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

Φ(x⃗) =

n∑
i,j=1

aijxixj , x⃗ = (x1, . . . , xn)
t ∈ Rn,
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âûáåðåì ìàòðèöó

A0 =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 .

Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Φ(x⃗) = (A0x⃗, x⃗) = (x⃗, A0x⃗) = (At
0x⃗, x⃗) = (

1

2
(A0 +At

0)x⃗, x⃗), x⃗ ∈ Rn.

Ìàòðèöà A = 1
2 (A0 +At

0) ñèììåòðè÷íà è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó Φ(x⃗) = (Ax⃗, x⃗), x⃗ ∈ Rn.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû A,B ∈ Mn,n(R) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(Ax⃗, x⃗) = (Bx⃗, x⃗) = Φ(x⃗), x⃗ ∈ Rn. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ x⃗, y⃗ ∈ Rn ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøå-

íèÿ:

(A(x⃗+ y⃗), x⃗+ y⃗) = (B(x⃗+ y⃗), x⃗+ y⃗) ⇒

(Ax⃗, x⃗) + (Ax⃗, y⃗) + (Ay⃗, x⃗) + (Ay⃗, y⃗) = (Bx⃗, x⃗) + (Bx⃗, y⃗) + (By⃗, x⃗) + (By⃗, y⃗) ⇒

(Ax⃗, y⃗) + (Ay⃗, x⃗) = (Bx⃗, y⃗) + (By⃗, x⃗) ⇔ 2(Ax⃗, y⃗) = 2(Bx⃗, y⃗) ⇔ (Ax⃗, y⃗) = (Bx⃗, y⃗).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöû A è B ðàâíû, ïîñêîëüêó [A]ij = (Ae⃗j , e⃗i). �

2. Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê ñóììå êâàäðàòîâ îðòîãîíàëüíûì ïðåîá-

ðàçîâàíèåì. Çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà çàäàíà

ðàâåíñòâîì Φ(x⃗) = (Ax⃗, x⃗), x⃗ ∈ Rn, A = At ∈ Mn,n(R). Âûáåðåì ¾ñîáñòâåííûé¿ îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ {f⃗k}nk=1 â Rn òàêîé, ÷òî Af⃗k = λkf⃗k, k = 1, . . . , n. Ñîñòàâèì èç ñòîëáöîâ {f⃗k}nk=1

ìàòðèöó T = (f1 . . . fn). Ïî òåîðåìå 14.6 (ëåêöèÿ îò 11.05.2020, Ãë. V, �14, ï.3) ìàòðèöà T

îðòîãîíàëüíà, è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

T−1AT =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 .

Ñäåëàåì â êâàäðàòè÷íîé ôîðìå Φ(x⃗) çàìåíó ïåðåìåííûõ x⃗ = T y⃗:

Φ(x⃗) = Φ(T y⃗) = (AT y⃗, T y⃗) = (T tAT y⃗, y⃗) = (T−1AT y⃗, y⃗) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + . . .+ λny

2
n.

Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.3. Äëÿ âñÿêîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Φ(x⃗), x⃗ ∈ Rn, íàéäåòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàò-

ðèöà T ∈ Mn,n(R) óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó

Φ(T y⃗) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + . . .+ λny

2
n, y⃗ = (y1, . . . , yn)

t ∈ Rn.

Ïóñòü çàäàíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Φ(x⃗) = (Ax⃗, x⃗), x⃗ ∈ Rn, A = At ∈ Mn,n(R). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ìû íàøëè äâå îáðàòèìûå ìàòðèöû X1, X2 ∈ Mn,n(R) óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

Φ(X1y⃗) = α1y
2
1 + α2y

2
2 + . . .+ αny

2
n, y⃗ = (y1, . . . , yn)

t ∈ Rn; (+)

Φ(X2z⃗) = β1z
2
1 + β2z

2
2 + . . .+ βnz

2
n, z⃗ = (z1, . . . , zn)

t ∈ Rn. (++)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ðàâåíñòâàìè.

Òåîðåìà 1.4. Çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. ×èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöè-

åíòîâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (+) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ â
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ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (++). ×èñëî îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí-

ñòâà (+) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (++).

×èñëî íóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (+) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íóëåâûõ

êîýôôèöèåíòîâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (++).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòó òåîðåìó ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà. �

×èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (+) îáîçíà÷èì ÷åðåç

n+(Φ), ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (+) îáîçíà÷èì ÷åðåç

n−(Φ), ÷èñëî íóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (+) îáîçíà÷èì ÷åðåç n0(Φ);

n+ +n− +n0 = n; ÷èñëà n+(Φ), n−(Φ) è n0(Φ) íàçûâàþòñÿ èíäåêñàìè èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû Φ.

Åñëè n+(Φ) = n ôîðìó Φ íàçûâàþò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé; åñëè n− = n � îòðè-

öàòåëüíî îïðåäåëåííîé; åñëè n0 = 0 ôîðìó íàçûâàþò íåâûðîæäåííîé; åñëè n+ ̸= 0, n− ̸= 0

ôîðìó íàçûâàþò çíàêîïåðåìåííîé (èëè ¾íåçíàêîîïðåäåëåííîé¿).

3. Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê ñóììå êâàäðàòîâ ìåòîäîì Ëàãðàíæà. Äàíà

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

Φ(x1, . . . , xn) = Φ(x⃗) =

n∑
i,j=1

aijxixj , x⃗ = (x1, . . . , xn)
t ∈ Rn.

Íàøà çàäà÷à íàéòè êàêóþ-íèáóäü îáðàòèìóþ ìàòðèöó X ∈ Mn,n(R), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-

âèþ

Φ(Xy⃗) = α1y
2
1 + α2y

2
2 + . . .+ αny

2
n, y⃗ = (y1, . . . , yn)

t ∈ Rn.

Ñõåìà ðåøåíèÿ. 1) Ïóñòü, íàïðèìåð, êîýôôèöèåíò a11 îòëè÷åí îò íóëÿ. Âûäåëåì âñå ñëàãà-

åìûå, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ x1,

Φ(x⃗) = a11x
2
1 + (a12 + a21)x1x2 + . . .+ (a1n + a2n)x1xn +Φ1(x2, . . . , xn),

x⃗ = (x1, . . . , xn)
t ∈ Rn.

Çäåñü ÷åðåç Φ1(x2, . . . , xn) îáîçíà÷àåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
n∑

i,j=2

aijxixj . Íå îãðàíè÷èâàÿ

îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü ðàâåíñòâà aij = aji, i, j = 1, . . . , n; òàêèì îáðàçîì, ïðåäûäóùåå

ðàâåíñòâî ïðåîáðåòàåò âèä

Φ(x⃗) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + . . .+ 2a1nx1xn +Φ1(x2, . . . , xn) =

= a11

(
x2
1 + 2x1

(
a12
a11

x2 + · · ·+ a1n
a11

xn

))
+Φ1(x2, . . . , xn) =

= a11

(
x1 +

(
a12
a11

x2 + · · ·+ a1n
a11

xn

))2

+Φ2(x2, . . . , xn),

x⃗ = (x1, . . . , xn)
t ∈ Rn.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

Φ2(x2, . . . , xn) = Φ1(x2, . . . , xn)− a11

(
a12
a11

x2 + · · ·+ a1n
a11

xn

)2

.
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Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ
y1 = x1 +

a12

a11
x2 + . . .+ a1n

a11
xn

y2 = x2

...
yn = xn

⇔


y1
y2
...
yn

 = Y1


x1

x2

...
xn

 , Y1 :=


1 a12

a11
. . . a1n

a11

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 .

Ìàòðèöà Y1 î÷åâèäíî îáðàòèìà; îáîçíà÷èì Y −1
1 ÷åðåç X1. Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ x⃗ = X1y⃗

(y⃗ = Y1x⃗) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Φ(x⃗) ïðèíèìàåò âèä

Φ(x⃗) = Φ(X1y⃗) = α1y
2
1 +Φ2(y2, . . . , yn), y⃗ = (y1, y2, . . . , yn)

t ∈ Rn.

2) Ïóñòü âñå êîýôôèöèåíòû ôîðìû Φ(x⃗) âèäà aii ðàâíû íóëþ. Ïðåäïîëîæèì (íàïðèìåð),

÷òî êîýôôèöèåíò a12 íå ðàâåí íóëþ. Ñäåëàåì äðóãóþ ïåðåìåííîé

x1 = ỹ1 + ỹ2
x2 = ỹ1 − ỹ2
x3 = ỹ3
...
xn = ỹn

⇔


x1

x2

x3

...
xn

 = X̃1


ỹ1
ỹ2
ỹ3
...
ỹn

 , X̃1 :=


1 1 0 . . . 0
1 −1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1

 .

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Φ(x⃗) ïðèíèìàåò âèä

Φ(x⃗) = Φ(X̃1
˜⃗y) = 2a12(ỹ

2
1 − ỹ22) +

n∑
j=3

2a1j ỹ1ỹn +

n∑
j=3

2a1j ỹ2ỹn +Φ1(ỹ2, . . . , ỹn),

˜⃗y = (ỹ1, ỹ2, . . . , ỹn)
t ∈ Rn.

Îáîçíà÷èì ôîðìó Φ(X̃1
˜⃗y) ÷åðåç Φ̃(˜⃗y). Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Φ̃(˜⃗y) èìååò âèä

Φ̃(˜⃗y) =

n∑
i,j=1

ãij ỹiỹj , ˜⃗y = (ỹ1, ỹ2, . . . , ỹn)
t ∈ Rn; ã11 ̸= 0.

Ïðèìåíèì ê ôîðìå Φ̃ ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå è íàéäåì îáðàòèìóþ

ìàòðèöó X̂1 óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

Φ̃(X̂1y⃗) = α̃1y
2
1 +Φ2(y2, . . . , yn), y⃗ = (y1, . . . , yn)

t ∈ Rn.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëîæèâ X1 = X̃1X̂1 ìû ïîëó÷èì

Φ(X1y⃗) = Φ(X̃1X̂1y⃗) = Φ̃(X̂1y⃗) = α1y
2
1 +Φ2(y2, . . . , yn), y⃗ = (y1, . . . , yn)

t ∈ Rn.

3) Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó äëÿ ôîðìû Φ2(y2, . . . , yn) ìû ïîëó÷èì îáðàòèìóþ ìàòðèöó

X(2) =


t22 t23 . . . t2n
t32 t33 . . . t3n
...

...
. . .

...
tn2 tn3 . . . tnn

 ∈ Mn−1,n−1(R),

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

Φ2(X
(2)z⃗) = α2z

2
2 +Φ3(z3, . . . , xn), z⃗ = (z2, . . . , zn) ∈ Rn−1.

Îïðåäåëèì ìàòðèöó

X2 =


1 0 0 . . . 0
0 t22 t23 . . . t2n
0 t32 t33 . . . t3n
...

...
...

. . .
...

0 tn2 tn3 . . . tnn

 ∈ Mn,n(R).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Φ(X1X2z⃗) = α1z
2
1 + α2z

2
2 +Φ3(z3, . . . , zn), z⃗ = (z1, . . . , zn)

t ∈ Rn.
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4) Ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó n− 1 ðàç, ïîëó÷èì îáðàòèìóþ ìàòðèöó

X = X1X2 . . . Xn

óäîâëåâòîðÿþùóþ óñëîâèþ

Φ(Xw⃗) = α1w
2
1 + α2w

2
2 + . . .+ αnw

2
n, w⃗ = (w1, . . . , wn)

t ∈ Rn.

�

�2. Óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

1. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äâóìè ïåðå-

ìåííûìè. Ìû ðàññìàòðèâàåì îáùåå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + b1x1 + b2x2 + c = 0. (1)

Íàøà öåëü ïîäõîäÿùèìè ëèíåéíûìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ ïðèâåñòè óðàâíåíèå ê ïðîñòåé-

øåìó (êàíîíè÷åñêîìó) âèäó è îïðåäåëèòü êàêîâî ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, êîîðäèíà-

òû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1). Çäåñü âîçìîæíû äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è.

Ìîæíî òðåáîâàòü, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ñâîäèëèñü òîëüêî ê ñäâèãàì è ïîâîðîòàì.

Ìîæíî ðàçðåøèòü ëþáûå ëèíåéíûå îáðàòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è ñäâèãè.

Â ñëó÷àå îðòîãîíàëüîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è ñäâèãà, ìû ôàêòè÷åñêè ïîâîðà÷è-

âàåì ñèñòåìó êîîðäèíàò è ñäâèãàåì åå íà ôèêñèðîâàííûé âåêòîð. Ïðè ýòîì ôîðìà êðèâîé,

çàäàííîé óðàâíåíèåì, íå ìåíÿåòñÿ.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñäâèãà, ìû íå òîëüêî ïîâîðà÷èâàåì

îñè è ñäâèãàåì íà÷àëî êîîðäèíàò, íî òàêæå ìåíÿåì óãîë ìåæäó îñÿìè è ìåíÿåì ìàñøòàá íà

îñÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìà êðèâîé ìîæåò ìåíÿòüñÿ, íî òèï êðèâîé íå ìåíÿåòñÿ.

Ïðèâåäåì óðàâíåíèå (1) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Øàã �1. Âûäåëèì â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

Φ(x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2.

Ïðèâåäåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó Φ ê ñóììå êâàäðàòîâ (îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì èëè

ìåòîäîì Ëàãðàíæà)(
x
y

)
=

(
t11 t12
t21 t22

)(
x1

y1

)
, Φ(x, y) = λ1x

2
1 + λ2y

2
1 , x1, y1 ∈ R.

Óðàâíåíèå (1) ïðè òàêîé çàìåíå ïåðåìåííîé ïåðåéäåò â ñëåäóþùåå:

λ1x
2
1 + λ2y

2
1 + b1(t11x1 + t12y1) + b2(t21x1 + t22y1) + c = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

λ1x
2
1 + λ2y

2
1 + b̃1x1 + b̃2y1 + c = 0. (2)
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Çäåñü b̃1 = t11b1 + t21b2, b̃2 = t12b1 + t22b2.

Øàã �2. Ïðîàíàëèçèðóåì óðàâíåíèå (2).

Ñëó÷àé 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà λ1 è λ2 � íåíóëåâûå. Â òàêîì ñëó÷àå â ëåâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ (2) ìîæíî âûäåëèòü äâà ïîëíûõ êâàäðàòà; óðàâíåíèå (2) ïðèìåò âèä

λ1

(
x1 +

b̃1
2λ1

)2

+ λ2

(
y1 +

b̃2
2λ2

)2

+ c̃ = 0. (3)

Çäåñü c̃ = c−
(

b̃1
2λ1

)2
−
(

b̃2
2λ2

)2
.

Ñäåëàåì åùå îäíó çàìåíó ïåðåìåííûõ(
x1

y1

)
=

(
x2

y2

)
−

(
b̃1
2λ1

b̃2
2λ2

)
,

(
x
y

)
=

(
t11 t12
t21 t22

)(
x2

y2

)
+

(
a
b

)
,

(
a
b

)
= −

(
t11 t12
t21 t22

)( b̃1
2λ1

b̃2
2λ2

)
.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå (3) çàïèøåòñÿ â âèäå

λ1x
2
2 + λ2y

2
2 + c̃ = 0. (4)

à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà λ1 è λ2 îäíîãî çíàêà (íàïðèìåð, λ1 > 0 è λ2 > 0). Åñëè c̃ > 0

óðàâíåíèå (1) çàäàåò ïóñòîå ìíîæåñòâî (íà ïëîñêîñòè íåò òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ

óäîâëåòâîðÿëè áû óðàâíåíèþ (1)). Åñëè c̃ < 0, òî óðàâíåíèå (4) (à çíà÷èò è óðàâíåíèå

(1)) çàäàåò ýëëèïñ. Åñëè c̃ = 0, òî óðàâíåíèå (4) çàäàåò îäíó åäèíñòâåííóþ òî÷êó íà

ïëîñêîñòè.

á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà λ1 è λ2 ðàçíûõ çíàêîâ (íàïðèìåð, λ1 > 0 è λ2 < 0). Ïðè c̃ ̸= 0

óðàâíåíèå (4) çàäàåò ãèïåðáîëó; ïðè c̃ = 0 óðàâíåíèå (4) çàäàåò ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ

ïðÿìûõ.

Ñëó÷àé 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå λ1 ̸= 0, λ2 = 0. Óðàâíåíèå (2) ïðèìåò

âèä

λ1x
2
1 + b̃1x1 + b̃2y1 + c = 0.

Â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò; óðàâíåíèå (2) çàïèøåòñÿ â

âèäå

λ1

(
x1 +

b̃1
2λ1

)2

+ b̃2y1 + c̃ = 0. (5)

Çäåñü c̃ = c−
(

b̃1
2λ1

)2
.

Ñäåëàåì åùå îäíó çàìåíó ïåðåìåííûõ(
x1

y1

)
=

(
x2

y2

)
−

(
b̃1
2λ1

0

)
,

(
x
y

)
=

(
t11 t12
t21 t22

)(
x2

y2

)
+

(
a
b

)
,

(
a
b

)
= −

(
t11 t12
t21 t22

)(
b̃1
2λ1

0

)
.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå (5) çàïèøåòñÿ â âèäå

λ1x
2
2 + b̃2y2 + c̃ = 0. (6)

à) Åñëè êîýôôèöèåíò b̃2 íå ðàâåí íóëþ, ñäåëàåì çàìåíó(
x2

y2

)
=

(
x3

y3

)
−
(

0

c̃/b̃2

)
,

(
x
y

)
=

(
t11 t12
t21 t22

)(
x3

y3

)
+

(
a
b

)
,

(
a
b

)
= −

(
t11 t12
t21 t22

)(
b̃1
2λ1

c̃/b̃2

)
.
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Óðàâíåíèå (6) ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ïðèîáðåòåò âèä

λ1x
2
3 + b̃2y3 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå çàäàåò ïàðàáîëó.

á) Åñëè êîýôôèöèåíò b̃2 ðàâåí íóëþ, òî óðàâíåíèå (6) èìååò âèä

λ1x
2
2 + c̃ = 0.

Åñëè λ1c̃ > 0, òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå çàäàåò ïóñòîå ìíîæåñòâî. Åñëè λ1c̃ < 0, òî ïî-

ñëåäíåå óðàâíåíèå çàäàåò äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. Íàêîíåö, åñëè c̃ = 0, òî ïîñëåäíåå

óðàâíåíèå çàäàåò îäíó ïðÿìóþ.

2. Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà. Çäåñü ìû ïðèâåäåì ñïèñîê êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ê

êîòîðûì ñâîäèòñÿ ëþáîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè. Ìû äàäèì íàçâà-

íèÿ ïîâåðõíîñòåé, êîòîðûå çàäàþò ýòè óðàâíåíèÿ. Ðèñóíêè ïîâåðõíîñòåé áóäóò ïðèâåäåíû â

äðóãîì ìåñòå.

1)x
2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1; ýëëèïñîèä.

2)x
2

a2 + y2

b2 − z2

c2 = 1; îäíîïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä.

3)− x2

a2 − y2

b2 + z2

c2 = 1; äâóõïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä.

4)x
2

a2 + y2

b2 − z2

c2 = 0; êîíóñ.

5)z = x2

a2 + y2

b2 ; ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä.

6)z = x2

a2 − y2

b2 ; ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä.

7)x
2

a2 + y2

b2 = 1; ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð.

8)x
2

a2 − y2

b2 = 1; ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð.

9)y2 = 2px; ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð.

10)x
2

a2 − y2

b2 = 0; ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé.

11)x
2

a2 = 1; ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé.

12)x2 = 0; ïëîñêîñòü.

13)x
2

a2 + y2

b2 = 0; îäíà ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå.

14)x
2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 0; òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå.

15)x
2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = −1; ïóñòîå ìíîæåñòâî.

16)x
2

a2 + y2

b2 = −1; ïóñòîå ìíîæåñòâî.

17)x
2

a2 = −1; ïóñòîå ìíîæåñòâî.

3. Ñõåìà ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ òðåìÿ

ïåðåìåííûìè. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì òå æå ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî è â ï.1. Óðàâíåíèå âòîðîãî
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ïîðÿäêà ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè èìååò âèä

Φ(x, y, z) + a1x+ a2y + a3z + c = 0. (1)

Çäåñü Φ(x, y, z) � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò òðåõ ïåðåìåííûõ.

Íàøà öåëü ïîäõîäÿùèìè ëèíåéíûìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ ïðèâåñòè óðàâíåíèå ê ïðîñòåé-

øåìó (êàíîíè÷åñêîìó) âèäó è îïðåäåëèòü êàêîâî ìíîæåñòâî òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå, êîîðäèíà-

òû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1). Çäåñü âîçìîæíû äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è.

Ìîæíî òðåáîâàòü, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ñâîäèëèñü òîëüêî ê ñäâèãàì è ïîâîðîòàì.

Ìîæíî ðàçðåøèòü ëþáûå ëèíåéíûå îáðàòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è ñäâèãè.

Â ñëó÷àå îðòîãîíàëüîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è ñäâèãà, ìû ôàêòè÷åñêè ïîâîðà÷èâàåì

ñèñòåìó êîîðäèíàò è ñäâèãàåì åå íà ôèêñèðîâàííûé âåêòîð. Ïðè ýòîì ôîðìà ïîâåðõíîñòè,

çàäàííîé óðàâíåíèåì, íå ìåíÿåòñÿ.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñäâèãà, ìû íå òîëüêî ïîâîðà÷èâàåì

îñè è ñäâèãàåì íà÷àëî êîîðäèíàò, íî òàêæå ìåíÿåì óãëû ìåæäó îñÿìè è ìåíÿåì ìàñøòàá íà

îñÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìà ïîâåðõíîñòè ìîæåò ìåíÿòüñÿ, íî òèï ïîâåðõíîñòè íå ìåíÿåòñÿ.

Ïðèâåäåì óðàâíåíèå (1) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì èëè ìå-

òîäîì Ëàãðàíæà ïðèâîäèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê ñóììå êâàäðàòîâ. Óðàâíåíèå (1) çàïèñû-

âàåòñÿ â âèäå

λ1x
2
1 + λ2y

2
1 + λ3z

2
1 + b1x1 + b2y1 + b3z1 + c = 0. (2)

Ñëó÷àé �1. Åñëè âñå òðè ÷èñëà λ1, λ2 è λ3 � íåíóëåâûå, òî âûäåëÿÿ â ëåâîé ÷àñòè (2)

ïîëíûå êâàäðàòû è äåëàÿ ñäâèã ïî âñåì ïåðåìåííûì, ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

λ1x
2
2 + λ2y

2
2 + λ3z

2
2 + d = 0. (3)

Äàëåå, â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ êîýôôèöèåíòîâ, ìû ïðèõîäèì ê êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì

òèïîâ 1− 4 è òèïîâ 14, 15.

Ñëó÷àé �2. Åñëè ÷èñëà λ1 è λ2 � íåíóëåâûå è λ3 = 0, òî âûäåëÿÿ â ëåâîé ÷àñòè (2) ïîëíûå

êâàäðàòû è äåëàÿ ñäâèã ïî ïåðâûì äâóì ïåðåìåííûì, ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

λ1x
2
2 + λ2y

2
2 + b3z2 + d = 0.

Åñëè b3 = 0, òî â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ êîýôôèöèåíòîâ ìû ïðèõîäèì ê êàíîíè÷åñêèì óðàâ-

íåíèÿì òèïîâ 7, 8, 10, 13, 16. Åñëè b3 ̸= 0, òî äåëàÿ ñäâèã ïî òðåòüåé ïåðåìåííîé ìû ïðèõîäèì

ê óðàâíåíèþ

λ1x
2
2 + λ2y

2
2 + b3z2 = 0.

Â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ êîýôôèöèåíòîâ ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ òèïîâ 5 è 6.

Ñëó÷àé �3. Ïðåäïîëîæèì λ1 ̸= 0, λ2 = λ3 = 0; âûäåëÿÿ â ëåâîé ÷àñòè (2) ïîëíûé êâàäðàò

è äåëàÿ ñäâèã ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé, ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

λ1x
2
2 + b2y2 + b3z2 + d = 0. (4)
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Ïðåäïîëîæèì, ñíà÷àëà, ÷òî îáà êîýôôèöèåíòà b2 è b3 íå ðàâíû íóëþ. Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâà-

íèå êîîðäèíàò  x3 = x2

y3 = b2y2 + b3z2
z3 = z2

, ëèáî ïîâîðîò

 x3 = x2

y3 = cosφy2 − sinφz2
z3 = sinφy2 + cosφz2

Â ñëó÷àå ïîâîðîòà óãîë φ ïîäáåðåì èç óðàâíåíèÿ −b2 sinφz2+ b3 cosφz2 = 0. Â ëþáîì ñëó÷àå,

ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò óðàâíåíèå (4) ïðèìåò âèä

λ1x
2
3 + ey3 + f = 0. (5)

Åñëè êîýôôèöèåíò e ðàâåí íóëþ, òî ìû ïðèõîäèì ê êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì òèïîâ 11, 12

è 17. Åñëè êîýôôèöèåíò e íåðàâåí íóëþ, òî äåëàÿ ñäâèã ïî âòîðîé ïåðåìåííîé ìû ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå

λ1x
2
4 + ey4 = 0, (6)

è ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ âèäà 9.

Åñëè æå õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ b2 è b3 ðàâåí íóëþ, òî ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê

óðàâíåíèÿì (5) è (6).


