
Êðàòêèé êîíñïåêò ëåêöèè ïî êóðñó ¾Âûñøàÿ àëãåáðà¿ íà 11.05.2020

�13. Ñèììåòðè÷íûå îïåðàòîðû â êîíå÷íîìåðíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå

1. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà

â êîíå÷íîìåðíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 13.1. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì âå-

ùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííû; ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êàæäîãî ñîá-

ñòâåííîãî ÷èñëà ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà íå ìåíüøå åäèíèöû; ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà

ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîïàðíî

îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A = At ∈

Λ(E),

σ(A) =

µ1, µ2, . . . , µp

σ1, σ2, . . . , σp

τ1, τ2, . . . , τp

 .

Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ek}nk=1 â ïðîñòðàíñòâå E. Îïåðàòîð A èçîáðàæàåòñÿ â

ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1 ñèììåòðè÷íîé ìîòðèöåé A. Ïðè ýòîì (ñì. ëåêöèþ îò 30.03.2020,

Ãë. IV, �4, ï.4, ãäå èçëîæåíà òåîðèÿ îïåðàòîðîâ èç Rn â Rn, îäíàêî òå æå ðåçóëüòàòû ñïðà-

âåäëèâû è äëÿ îïåðàòîðîâ â ïðîèçâîëüíîì âåùåñòâåííîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå) ÷èñ-

ëà {µj}pj=1 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A. Ïî ñëåäñòâèþ 12.4 (ñì. ëåêöèþ îò

07.05.2020, Ãë. V, �12, ï.1) âñå ÷èñëà {µj}pj=1 âåùåñòâåííû. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîìó ñîá-

ñòâåííîìó ÷èñëó (ñì. ëåêöèþ îò 30.03.2020, Ãë. IV, �4, ï.4) îòâå÷àåò õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé

ñîáñòâåííûé âåêòîð, è çíà÷èò ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî � íåíóëåâîå.

Ïóñòü µi, µj � äâà ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A (â ýòîì ñëó÷àå õîòÿ

áû îäíî èç íèõ íå ðàâíî íóëþ, ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, µj ̸= 0); f ∈ Fµi
, g ∈ Fµj

. Òîãäà

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(g, f) =
1

µj
(Ag, f) =

1

µj
(g,Atf) =

1

µj
(g,Af) =

µi

µj
(g, f) =

µi

µj
(g, f).

Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ðàâåíñòâî

(g, f) =
µi

µj
(g, f).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó µi

µj
̸= 1, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (g, f) = 0, ò.å. Fµj⊥Fµi . �

2. Èíâàðèàíòíûå è ïðèâîäÿùèå ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Âåñü ìà-

òåðèàë ýòîãî ïóíêòà ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí ìàòåðèàëó ï.2 ïàðàãðàôà 12 (ñì. ëåêöèþ îò

07.05.2020).
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Îïð. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ Λ(E), F � ïîä-

ïðîñòðàíñòâî â E. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî F � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïå-

ðàòîðà A, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ∀f ∈ F Af ∈ F. Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî F èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A.

Îïð. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ Λ(E), F � ïîä-

ïðîñòðàíñòâî â E. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî F � ïðèâîäÿùåå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà

A, åñëè F � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A è F⊥ � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî îïåðàòîðà A.

Îïð. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ Λ(E), F � èí-

âàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå A |F : F → F ôîðìóëîé

∀f ∈ F A |F (f) = Af . Îòîáðàæåíèå A |F íàçûâàåòñÿ ñóæåíèåì îïåðàòîðà A íà ïîäïðîñòðàí-

ñòâî F .

Óïð. Ïðîâåðüòå, ÷òî îòîáðàæåíèå A |F � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Ëåììà 13.2. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ Λ(E),

Af = λf , f ∈ E, λ ∈ R. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî L {f} èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî x ∈ L {f} èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå x = αf . Ñëåäîâàòåëüíî,

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ Ax = αAf = αλf ∈ L {f}. �

Ëåììà 13.3. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A = At ∈

Λ(E). Òîãäà âñÿêîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäÿùèì ïîä-

ïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A. Íåîáõîäèìî ïðî-

âåðèòü, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå F⊥ ê ïîäïðîñòðàíñòâó F ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîä-

ïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà g ∈ F⊥ ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-

øåíèÿ

∀f ∈ F (Ag, f) = (g,Atf) = (g,Af) = 0, ò.ê. Af ∈ F, g ∈ F⊥.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Ag ∈ F⊥, ò.å. F⊥ � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

îïåðàòîðà A. �

3. Ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåííîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ó ñèììåòðè÷íîãî îïå-

ðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 13.4. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A = At ∈

Λ(E). Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ek}nk=1 â E, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

Aek = λkek, k = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì êàêîå-íèáóäü ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà A, îáîçíà÷èì åãî ÷å-

ðåç λ1 è íàéäåì êàêîé-íèáóäü ñîáñòâåííûé âåêòîð e1 îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 è

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ∥e1∥ = 1 (òàêîé âåêòîð âñåãäà íàéäåòñÿ, ñì. ëåêöèþ îò 30.03.2020,

Ãëàâà IV, �4, ï.4, ëåììà 4.12). Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ îáîçíà÷èì E =: E1, A =: A1. Äàëåå ðàññìîò-

ðèì ïîäïðîñòðàíñòâî E2 := L {e1}⊥. Ïî ëåììàì 13.2, 13.3 ïîäïðîñòðàíñòâî E2 èíâàðèàíòíî
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îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A2 := A1 |E2
. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âûïîë-

íåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

∀x, y ∈ E2 (A2x, y) = (A1x, y) = (x,At
1y) = (x,A1y) = (x,A2y).

Òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð A2 ∈ Λ(E2) ñèììåòðè÷åí.

Ïîâòîðèì âñþ ïðîöåäóðó: âûáåðåì êàêîå-íèáóäü ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà A2, îáîçíà-

÷èì åãî ÷åðåç λ2 è íàéäåì êàêîé-íèáóäü ñîáñòâåííûé âåêòîð e2 ∈ E2 (e2⊥e1) îòâå÷àþùèé

ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2 è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ∥e2∥ = 1. Îòìåòèì ñðàçó ðàâåíñòâà

Ae2 = A2e2 = λ2e2. Â ïðîñòðàíñòâå E2 ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî E3 := L {e2}⊥. Ïî

ëåììàì 13.2, 13.3 ïîäïðîñòðàíñòâî E3 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A2. Ðàññìîòðèì

îïåðàòîð A3 := A2 |E3
. Êàê è âûøå îïåðàòîð A3 ∈ Λ(E3) ñèììåòðè÷åí.

Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð {ek}nk=1 óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèþ Aek = λkek, k = 1, . . . , n. �

Èç òåîðåì 13.1, 13.4 è ëåììû 4.12 (ëåêöèÿ îò 30.03.2020, Ãëàâà IV, �4, ï.4) âûòåêàåò ñëåäó-

þùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 13.5. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A = At ∈

Λ(E),

σ(A) =

µ1, µ2, . . . , µp

σ1, σ2, . . . , σp

τ1, τ2, . . . , τp

 .

Òîãäà σi = τi, µi ∈ R, i = 1, . . . , p, Fµ1 ⊕ . . .⊕ Fµp = E.

�14. Ñèììåòðè÷íûå îïåðàòîðû â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà î ñîáñòâåííîì áàçèñå. Äèàãîíàëèçàöèÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû

Çäåñü ìû îáñóäèì ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 13 â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî âåùåñòâåííî-

ãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Áîëüøóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâ ìû âîñïðîèçâåäåì íåçàâèñèìî îò

�13.

1. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà

â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 14.1. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì âåùå-

ñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííû; ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êàæäîãî ñîá-

ñòâåííîãî ÷èñëà ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà íå ìåíüøå åäèíèöû; ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà

ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîïàðíî îð-

òîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ Mn,n(R) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà; îïåðàòîð A = At ∈ Λ(E)

çàäàí ðàâåíñòâîì Ax⃗ = A · x⃗, x⃗ ∈ Rn;

σ(A) =

µ1, µ2, . . . , µp

σ1, σ2, . . . , σp

τ1, τ2, . . . , τp

 .
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Ïðè ýòîì (ñì. ëåêöèþ îò 30.03.2020, Ãë. IV, �4, ï.4) ÷èñëà {µj}pj=1 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè

÷èñëàìè ìàòðèöû A. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A âåùåñòâåííû (ýòî âû-

òåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 12.4 (ñì. ëåêöèþ îò 07.05.2020, Ãë. V, �12, ï.1), íî íà ýêçàìåíå ðàçðåøàåòñÿ

ïðèâåñòè ýòîò ôàêò áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó (ñì.

ëåêöèþ îò 30.03.2020, Ãë. IV, �4, ï.4) îòâå÷àåò õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé ñîáñòâåííûé âåêòîð,

è çíà÷èò ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî � íåíóëåâîå.

Ïóñòü µi, µj � äâà ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A (â ýòîì ñëó÷àå õîòÿ

áû îäíî èç íèõ íå ðàâíî íóëþ, ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, µj ̸= 0); f⃗ ∈ Fµi , g⃗ ∈ Fµj . Òîãäà

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(g⃗, f⃗) =
1

µj
(Ag⃗, f⃗) =

1

µj
(g⃗,Atf⃗) =

1

µj
(g⃗,Af⃗) =

µi

µj
(g⃗, f⃗) =

µi

µj
(g⃗, f⃗).

Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ðàâåíñòâî

(g⃗, f⃗) =
µi

µj
(g⃗, f⃗).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó µi

µj
̸= 1, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (g⃗, f⃗) = 0, ò.å. Fµj

⊥Fµi
. �

2. Èíâàðèàíòíûå è ïðèâîäÿùèå ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Âåñü ìà-

òåðèàë ýòîãî ïóíêòà ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí ìàòåðèàëó ï.2 ïàðàãðàôà 12 (ñì. ëåêöèþ îò

07.05.2020) è ï. 2 �13.

Îïð. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Rn, F � ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî F � èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî îïåðàòîðà A, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ∀f⃗ ∈ F Af⃗ ∈ F. Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî F

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A.

Îïð. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Rn, F � ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî F � ïðèâîäÿùåå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî îïåðàòîðà A, åñëè F � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A è F⊥ � èíâàðèàíòíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A.

Îïð. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Rn, F � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå A |F : F → F

ôîðìóëîé ∀f⃗ ∈ F A |F (f⃗) = Af⃗ . Îòîáðàæåíèå A |F íàçûâàåòñÿ ñóæåíèåì îïåðàòîðà A íà

ïîäïðîñòðàíñòâî F .

Óïð. Ïðîâåðüòå, ÷òî îòîáðàæåíèå A |F � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Ëåììà 14.2. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå Rn, Af⃗ = λf⃗ , f⃗ ∈ Rn, λ ∈ R. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî L {f⃗} èíâàðèàíòíî îòíîñè-

òåëüíî A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî x⃗ ∈ L {f⃗} èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå x⃗ = αf⃗ . Ñëåäîâàòåëüíî,

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ Ax⃗ = αAf⃗ = αλf⃗ ∈ L {f⃗}. �

Ëåììà 14.3. Ïóñòü A � ëèíåéíûé ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Òîãäà âñÿêîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðèâîäÿùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A. Íåîáõîäèìî ïðî-

âåðèòü, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå F⊥ ê ïîäïðîñòðàíñòâó F ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîä-

ïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà g⃗ ∈ F⊥ ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-

øåíèÿ

∀f⃗ ∈ F (Ag⃗, f⃗) = (g⃗,Atf⃗) = (g⃗,Af⃗) = 0, ò.ê. Af⃗ ∈ F, g⃗ ∈ F⊥.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Ag⃗ ∈ F⊥, ò.å. F⊥ � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

îïåðàòîðà A. �

3. Ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåííîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ó ñèììåòðè÷íîãî îïå-

ðàòîðà â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äèàãîíàëèçàöèÿ

ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 14.4. Ïóñòü A � ëèíåéíûé ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {e⃗k}nk=1 â Rn, óäî-

âëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Ae⃗k = λke⃗k, k = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì êàêîå-íèáóäü ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà A, îáîçíà÷èì åãî ÷å-

ðåç λ1 è íàéäåì êàêîé-íèáóäü ñîáñòâåííûé âåêòîð e⃗1 îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 è

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ∥e⃗1∥ = 1 (òàêîé âåêòîð âñåãäà íàéäåòñÿ, ñì. ëåêöèþ îò 30.03.2020,

Ãëàâà IV, �4, ï.4, ëåììà 4.12). Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ îáîçíà÷èì E =: E1, A =: A1. Äàëåå ðàññìîò-

ðèì ïîäïðîñòðàíñòâî E2 := L {e⃗1}⊥. Ïî ëåììàì 14.2, 14.3 ïîäïðîñòðàíñòâî E2 èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A2 := A1 |E2
. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âûïîë-

íåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

∀x⃗, y⃗ ∈ E2 (A2x⃗, y⃗) = (A1x⃗, y⃗) = (x⃗,At
1y⃗) = (x⃗,A1y⃗) = (x⃗,A2y⃗).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð A2 ∈ Λ(E2) ñèììåòðè÷åí.

Ïîâòîðèì âñþ ïðîöåäóðó: âûáåðåì êàêîå-íèáóäü ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà A2, îáîçíà-

÷èì åãî ÷åðåç λ2 è íàéäåì êàêîé-íèáóäü ñîáñòâåííûé âåêòîð e⃗2 ∈ E2 (e⃗2⊥e⃗1) îòâå÷àþùèé

ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2 è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ∥e⃗2∥ = 1. Îòìåòèì ñðàçó ðàâåíñòâà

Ae⃗2 = A2e⃗2 = λ2e⃗2. Â ïðîñòðàíñòâå E2 ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî E3 := L {e⃗2}⊥. Ïî

ëåììàì 13.2, 13.3 (íà ýêçàìåíå ðàçðåøàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà ëåììû 14.2 è 14.3, õîòÿ ýòî íå ñî-

âñåì òî÷íî (ïîäóìàéòå ïî÷åìó)) ïîäïðîñòðàíñòâî E3 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà

A2. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A3 := A2 |E3 . Êàê è âûøå îïåðàòîð A3 ∈ Λ(E3) ñèììåòðè÷åí.

Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð {e⃗k}nk=1 óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèþ Ae⃗k = λke⃗k, k = 1, . . . , n. �

Èç òåîðåì 14.1, 14.4 è ëåììû 4.12 (ëåêöèÿ îò 30.03.2020, Ãëàâà IV, �4, ï.4) âûòåêàåò ñëåäó-

þùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 14.5. Ïóñòü A � ëèíåéíûé ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn;

σ(A) =

µ1, µ2, . . . , µp

σ1, σ2, . . . , σp

τ1, τ2, . . . , τp

 .

Òîãäà σi = τi, µi ∈ R, i = 1, . . . , p, Fµ1
⊕ . . .⊕ Fµp

= Rn.
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Èç òåîðåì 14.5 è 5.4 (ñì. ëåêöèþ îò 02.04.2020, Ãë.IV, �5, ï.2) íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäó-

þùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 14.6. Ïóñòü A = At ∈ Mn,n(R). Òîãäà A äèàãîíàëèçóåìà â êëàññå âåùåñòâåííûõ

ìàòðèö è ìàòðèöà, îñóùåñòâëÿþùàÿ ïîäîáèå ìàòðèöû A ñ äèàãîíàëüíîé ìîæåò áûòü âûáðàíà

îðòîãîíàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A� ëèíåéíûé ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn, çàäàííûé ðàâåíñòâîì Ax⃗ = A · x⃗, x⃗ ∈ Rn. Ïóñòü {e⃗k}nk=1 � îðòî-

íîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn, Ae⃗k = λke⃗k, ìàòðèöà T ñîñòàâëåíà èç âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ {e⃗k}nk=1:

T = (e⃗1 . . . e⃗n). Òîãäà ïî òåîðåìå 5.4 (ñì. ëåêöèþ îò 02.04.2020, Ãë.IV, �5, ï.2) ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå

T−1AT =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 .

Îðòîãîíàëüíîñòü ìàòðèöû T î÷åâèäíà. �

�15. Ñàìîñîïðÿæåííûå è óíèòàðíûå îïåðàòîðû â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

1. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðà-

òîðà â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ëåììà 15.1. Ïóñòü A ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå Cn. Òîãäà ïðè âñåõ x⃗ ∈ Cn ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (Ax⃗, x⃗) ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ax⃗, x⃗) = (x⃗,A∗x⃗) = (x⃗,Ax⃗) = (Ax⃗, x⃗). �

Òåîðåìà 15.2. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì êîì-

ïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííû; ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà ñàìîñîïðÿ-

æåííîãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîïàðíî îðòîãî-

íàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå Cn,

σ(A) =

µ1, µ2, . . . , µp

σ1, σ2, . . . , σp

τ1, τ2, . . . , τp

 .

Ïðè âñÿêîì µj , j = 1, . . . , p, âûáåðåì f⃗ ∈ Fµj
\ {⃗0} � ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé ñîá-

ñòâåííîìó ÷èñëó µj . Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

R ∋ (Af⃗ , f⃗)
∥f⃗∥2

=
(µj f⃗ , f⃗)

∥f⃗∥2
=

µj(f⃗ , f⃗)

∥f⃗∥2
= µj .
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Ïóñòü µi, µj � äâà ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A (â ýòîì ñëó÷àå õîòÿ áû îäíî

èç íèõ íå ðàâíî íóëþ, ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, µj ̸= 0); f⃗ ∈ Fµi
, g⃗ ∈ Fµj

. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà

(g⃗, f⃗) =
1

µj
(Ag⃗, f) =

1

µj
(g⃗,A∗f⃗) =

1

µj
(g⃗,Af⃗) =

µi

µj
(g⃗, f⃗) =

µi

µj
(g⃗, f⃗).

Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ðàâåíñòâî

(g⃗, f⃗) =
µi

µj
(g⃗, f⃗).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó µi

µj
̸= 1, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (g⃗, f⃗) = 0, ò.å. Fµj

⊥Fµi
. �

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A = A∗ ∈ Mn,n(C) çàäàííûé åþ îïåðàòîðà

Ax⃗ = A·x⃗, x⃗ ∈ Cn, ñàìîñîïðÿæåí. Òàêæå âñïîìíèì, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà

ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé. Èç òåîðåìû 15.2 è òåîðåìû 4.4 (ëåêöèÿ îò 30.03.2020, Ãëàâà IV,

�4, ï.2) âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 15.3. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöû âåùåñòâåííû.

Ñëåäñòâèå 15.4. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû âåùåñòâåí-

íû.

2. Èíâàðèàíòíûå è ïðèâîäÿùèå ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Îïð. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Cn, F � ïîäïðîñòðàíñòâî â Cn. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî F � èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî îïåðàòîðà A, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ∀f⃗ ∈ F Af⃗ ∈ F. Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî F

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A.

Îïð. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Cn, F � ïîäïðîñòðàíñòâî â Cn. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî F � ïðèâîäÿùåå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî îïåðàòîðà A, åñëè F � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A è F⊥ � èíâàðèàíòíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A.

Îïð. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Cn, F � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå A |F : F → F

ôîðìóëîé ∀f ∈ F A |F (f) = Af . Îòîáðàæåíèå A |F íàçûâàåòñÿ ñóæåíèåì îïåðàòîðà A íà

ïîäïðîñòðàíñòâî F .

Óïð. Ïðîâåðüòå, ÷òî îòîáðàæåíèå A |F � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Ëåììà 15.5. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå Cn, Af⃗ = λf⃗ , f⃗ ∈ Cn, λ ∈ C. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî L {f⃗} èíâàðèàíòíî îòíîñè-

òåëüíî A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî x⃗ ∈ L {f⃗} èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå x⃗ = αf⃗ . Ñëåäîâàòåëüíî,

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ Ax⃗ = αAf⃗ = αλf⃗ ∈ L {f⃗}. �

Ëåììà 15.6. Ïóñòü A � ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñ-

íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Cn. Òîãäà âñÿêîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A

ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäÿùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A. Íåîáõîäèìî ïðî-

âåðèòü, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå F⊥ ê ïîäïðîñòðàíñòâó F ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîä-

ïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà g⃗ ∈ F⊥ ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-

øåíèÿ

∀f⃗ ∈ F (Ag⃗, f) = (g⃗,A∗f⃗) = (g⃗,Af⃗) = 0, ò.ê. Af⃗ ∈ F, g⃗ ∈ F⊥.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Ag⃗ ∈ F⊥, ò.å. F⊥ � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

îïåðàòîðà A. �

3. Ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåííîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ó ñàìîñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äèàãîíàëèçà-

öèÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 15.7. Ïóñòü A � ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñ-

íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Cn. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {e⃗k}nk=1 â Cn,

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Ae⃗k = λke⃗k, k = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì êàêîå-íèáóäü ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà A, îáîçíà÷èì åãî ÷å-

ðåç λ1 è íàéäåì êàêîé-íèáóäü ñîáñòâåííûé âåêòîð e⃗1 îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 è

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ∥e⃗1∥ = 1 (òàêîé âåêòîð âñåãäà íàéäåòñÿ, ñì. ëåêöèþ îò 30.03.2020,

Ãëàâà IV, �4, ï.2, òåîðåìû 4.4, 4.5). Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ îáîçíà÷èì E =: E1, A =: A1. Äàëåå

ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî E2 := L {e⃗1}⊥. Ïî ëåììàì 15.5, 15.6 ïîäïðîñòðàíñòâî E2 èí-

âàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A2 := A1 |E2
. Íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

∀x⃗, y⃗ ∈ E2 (A2x⃗, y⃗) = (A1x⃗, y⃗) = (x⃗,A∗
1y⃗) = (x⃗,A1y⃗) = (x⃗,A2y⃗).

Òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð A2 ∈ Λ(E2) ñàìîñîïðÿæåí.

Ïîâòîðèì âñþ ïðîöåäóðó: âûáåðåì êàêîå-íèáóäü ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà A2, îáîçíà-

÷èì åãî ÷åðåç λ2 è íàéäåì êàêîé-íèáóäü ñîáñòâåííûé âåêòîð e⃗2 ∈ E2 (e⃗2⊥e⃗1) îòâå÷àþùèé

ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2 è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ∥e⃗2∥ = 1. Îòìåòèì ñðàçó ðàâåíñòâà

Ae⃗2 = A2e⃗2 = λ2e⃗2. Â ïðîñòðàíñòâå E2 ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî E3 := L {e⃗2}⊥. Ïî

ëåììàì 12.5, 12.6 (íà ýêçàìåíå ðàçðåøàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà ëåììû 15.5 è 15.6, õîòÿ íà ñàìîì

äåëå ýòî íå ñîâñåì âåðíî) ïîäïðîñòðàíñòâî E3 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A2. Ðàñ-

ñìîòðèì îïåðàòîð A3 := A2 |E3
. Êàê è âûøå îïåðàòîð A3 ∈ Λ(E3) ñàìîñîïðÿæåí.

Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð {e⃗k}nk=1 óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèþ Ae⃗k = λke⃗k, k = 1, . . . , n. �

Èç òåîðåì 15.2, 15.7 è 4.5 (ëåêöèÿ îò 30.03.2020, Ãëàâà IV, �4, ï.2) âûòåêàåò ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 15.8. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A = A∗ ∈

Λ(E),

σ(A) =

µ1, µ2, . . . , µp

σ1, σ2, . . . , σp

τ1, τ2, . . . , τp

 .

Òîãäà σi = τi, µi ∈ R, i = 1, . . . , p, Fµ1
⊕ . . .⊕ Fµp

= Cn.
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Èç òåîðåìû 15.8 è òåîðåìû 5.4 (ñì. ëåêöèþ îò 02.04.2020, Ãë.IV, �5, ï.2) íåìåäëåííî âûòå-

êàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 15.9. Ïóñòü A = A∗ ∈ Mn,n(C). Òîãäà A äèàãîíàëèçóåìà â êëàññå êîìïëåêñíûõ

ìàòðèö è ìàòðèöà, îñóùåñòâëÿþùàÿ ïîäîáèå ìàòðèöû A ñ äèàãîíàëüíîé ìîæåò áûòü âûáðàíà

óíèòàðíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñ-

íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Cn, çàäàííûé ðàâåíñòâîì Ax⃗ = A · x⃗, x⃗ ∈ Cn. Ïóñòü {e⃗k}nk=1

� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Cn, Ae⃗k = λke⃗k, ìàòðèöà U ñîñòàâëåíà èç âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ

{e⃗k}nk=1: U = (e⃗1 . . . e⃗n). Òîãäà ïî òåîðåìå 5.4 (ñì. ëåêöèþ îò 02.04.2020, Ãë.IV, �5, ï.2) ñïðà-

âåäëèâî ñîîòíîøåíèå

U−1AU = diag{λ1, . . . , λn}.

Óíèòàðíîñòü ìàòðèöû U î÷åâèäíà. �

4. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà óíèòàðíîãî îïåðàòîðà â

ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 15.10. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñ-

íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò ìîäóëü ðàâíûé åäèíèöå; ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà

óíèòàðíîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîïàðíî îð-

òîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U � óíèòàðíûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå Cn;

σ(U) =

µ1, µ2, . . . , µp

σ1, σ2, . . . , σp

τ1, τ2, . . . , τp

 .

Ïðè âñÿêîì µj , j = 1, . . . , p, âûáåðåì f⃗ ∈ Fµj
\ {⃗0} � ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé ñîá-

ñòâåííîìó ÷èñëó µj . Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

1 =
(Uf⃗ ,Uf⃗)
∥f⃗∥2

=
(µj f⃗ , µj f⃗)

∥f⃗∥2
=

µjµj(f⃗ , f⃗)

∥f⃗∥2
= |µj |2.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ðàâíûõ åäèíèöå ïî ìîäóëþ, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

|z| = 1 ⇒ z =
1

z
.

Ïóñòü µi, µj � äâà ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà U; f⃗ ∈ Fµi
, g⃗ ∈ Fµj

. Òîãäà

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(f⃗ , g⃗) = (Uf⃗ ,Ug⃗) = (µif⃗ , µj g⃗) = µiµj(f⃗ , g⃗) =
µi

µj
(f⃗ , g⃗).

Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ðàâåíñòâî

(f⃗ , g⃗) =
µi

µj
(f⃗ , g⃗).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó µi

µj
̸= 1, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (f⃗ , g⃗) = 0, ò.å. Fµi

⊥Fµj
. �

Íàïîìíèì, ÷òî óíèòàðíûé îïåðàòîð U â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå Cn çàäàåòñÿ óíèòàðíîé ìàòðèöåé U ∈ Mn,n(C): Ux⃗ = U · x⃗, x⃗ ∈ Cn. Òàêæå âñïîìíèì, ÷òî
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âåùåñòâåííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé. Èç òåîðåìû 15.10 è òåîðåìû 4.4

(ëåêöèÿ îò 30.03.2020, Ãëàâà IV, �4, ï.2) âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 15.11. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà óíèòàðíîé ìàòðèöû ðàâíû åäèíèöå ïî ìîäóëþ.

Ñëåäñòâèå 15.12. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà âåùåñòâåííîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàâíû åäè-

íèöå ïî ìîäóëþ.

5. Ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåííîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ó óíèòàðíîãî îïåðà-

òîðà â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äèàãîíàëèçàöèÿ óíè-

òàðíîé è âåùåñòâåííîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèö.

Òåîðåìà 15.13. Ïóñòü U � óíèòàðíûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå Cn. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {e⃗k}nk=1 â Cn, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé óñëîâèþ Ue⃗k = λke⃗k, k = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòó òåîðåìó ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà. �

Èç òåîðåì 15.10, 15.13 è 4.5 (ëåêöèÿ îò 30.03.2020, Ãëàâà IV, �4, ï.2) âûòåêàåò ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 15.14. Ïóñòü U � óíèòàðíûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå Cn,

σ(U) =

µ1, µ2, . . . , µp

σ1, σ2, . . . , σp

τ1, τ2, . . . , τp

 .

Òîãäà σi = τi, |µi| = 1, i = 1, . . . , p, Fµ1
⊕ . . .⊕ Fµp

= Cn.

Èç òåîðåìû 15.14 è òåîðåìû 5.4 (ñì. ëåêöèþ îò 02.04.2020, Ãë.IV, �5, ï.2) íåìåäëåííî

âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 15.15. Ïóñòü U ∈ Mn,n(C) � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà U äèàãîíàëèçóåìà â êëàññå

êîìïëåêñíûõ ìàòðèö è ìàòðèöà, îñóùåñòâëÿþùàÿ ïîäîáèå ìàòðèöû U ñ äèàãîíàëüíîé, ìîæåò

áûòü âûáðàíà óíèòàðíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U � ëèíåéíûé óíèòàðíûé îïåðàòîð â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâ-

êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Cn, çàäàííûé ðàâåíñòâîì Ux⃗ = U · x⃗, x⃗ ∈ Cn. Ïóñòü {e⃗k}nk=1 � îðòî-

íîðìèðîâàííûé áàçèñ â Cn, Ue⃗k = λke⃗k, ìàòðèöà X ñîñòàâëåíà èç âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ {e⃗k}nk=1:

X = (e⃗1 . . . e⃗n). Òîãäà ïî òåîðåìå 5.4 (ñì. ëåêöèþ îò 02.04.2020, Ãë.IV, �5, ï.2) ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå

X−1AX =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 .

Óíèòàðíîñòü ìàòðèöû X î÷åâèäíà. �

Ñëåäñòâèå 15.16. Ïóñòü T ∈ Mn,n(R) � âåùåñòâåííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà T

äèàãîíàëèçóåìà â êëàññå êîìïëåêñíûõ ìàòðèö è ìàòðèöà, îñóùåñòâëÿþùàÿ ïîäîáèå ìàòðèöû

T ñ äèàãîíàëüíîé, ìîæåò áûòü âûáðàíà óíèòàðíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó âñÿêàÿ âåùåñòâåííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàò-

ðèöà ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé. �


