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3. Îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ â âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òåîðåìà

Ïèôàãîðà. Îðòîãîíàëüíûå è îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû âåêòîðîâ. Îðòîãîíàëè-

çàöèÿ ïî Øìèäòó.

Îïð. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà âåêòîðû x, y ∈ E íàçûâàþòñÿ

îðòîãîíàëüíûìè (èëè ïåðïåíäèêóëÿðíûìè), åñëè (x, y) = 0.

Îáîçíà÷åíèå. (x, y) = 0 ⇔ x⊥y.

Òåîðåìà 1.1 (Ïèôàãîðà). Ïóñòü âåêòîðû x è y îðòîãîíàëüíû. Òîãäà ∥x+y∥2 = ∥x∥2+∥y∥2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∥x+ y∥2 = (x+ y, x+ y) = (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y) = (x, x) + (y, y) = ∥x∥2 + ∥y∥2.

�

Îïð. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ñèñòåìà âåêòîðîâ {ek}pk=1 ⊂ E íà-

çûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè ek⊥el ïðè k ̸= l.

Îïð. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ñèñòåìà âåêòîðîâ {ek}pk=1 ⊂ E íà-

çûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè ek⊥el ïðè k ̸= l, è ∥ek∥ = 1, k = 1, . . . , p.

Ñâîéñòâà.

1) Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ {ek}pk=1 îðòîãîíàëüíà è ek ̸= 0, k = 1, . . . , p, òî ñèñòåìà {ek}pk=1

ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ {αk}pk=1 ⊂ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

α1e1 + · · ·+ αpep = O.

Óìíîæèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà ej :

(α1e1 + · · ·+ αpep, ej) = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàçóìååòñÿ ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

α1(e1, ej) + · · ·+ αj(ej , ej) + · · ·+ (ep, ej) = 0.

Ó÷èòûâàÿ îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ {ek}pk=1, ïîëó÷àåì

αj∥ej∥2 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî αj = 0, j = 1, . . . , p. �

2) Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ {ek}pk=1 îðòîíîðìèðîâàíà, x =
p∑

k=1

αkek. Òîãäà αk = (x, ek),

k = 1, . . . , p.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(x, ek) =

p∑
j=1

αj(ej , ek) = αk∥ek∥2 = αk, k = 1, . . . , p.

�
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3) Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ {ek}pk=1 îðòîíîðìèðîâàíà, x =
p∑

k=1

αkek. Òîãäà

∥x∥2 =

p∑
k=1

|αk|2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∥x∥2 = (x, x) =

p∑
k=1

p∑
l=1

αkαl(ek, el) =

p∑
k=1

|αk|2∥ek∥2 =

p∑
k=1

|αk|2.

�

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; {ek}nk=1 � îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ â E. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ E ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

x =

n∑
k=1

(x, ek)ek;

∥x∥2 =

n∑
k=1

|(x, ek)|2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà âûòåêàåò èç ñâîéñòâ 2 è 3. �

Òåîðåìà 1.3. Îðòîãîíàëèçàöèÿ ïî Øìèäòó. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðî-

ñòðàíñòâî; {fk}nk=1 � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå E; âåêòîðû {ẽk}nk=1 è {ek}nk=1 îïðåäåëåíû ñîîòíî-

øåíèÿìè
ẽ1 = f1, e1 = ẽ1

∥ẽ1∥ ;

ẽ2 = f2 − (f2, e1)e1, e2 = ẽ2
∥ẽ2∥ ;

ẽ3 = f3 − (f3, e1)e1 − (f3, e2)e2, e3 = ẽ3
∥ẽ3∥ ;

...

ẽn = fn − (fn, e1)e1 − . . .− (fn, en−1)en−1, en = ẽn
∥ẽn∥ .

Òîãäà âñå âåêòîðû {ẽk}nk=1 íå ðàâíû íóëþ; {ek}nk=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî ẽ1 = f1 ̸= O; ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû {ẽk}pk=1 íåíóëåâûå.

Òîãäà êàæäûé èç âåêòîðîâ {ek}pk=1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðà {fs}ps=1: {ek}
p
k=1 îïðåäåëåíû

ñîîòíîøåíèÿìè
e1 = α1

1f1;
e2 = α1

2f1 + α2
2f2;

e3 = α1
3f1 + α2

3f2 + α3
3f3;

...
ep = α1

nf1 + . . .+ αp
nfp,

ñ ïîäõîäÿùèìè êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà ðàâåíñòâî íóëþ âåêòîðà ẽp+1 îçíà÷àëî áû ðàâåíñòâî

íóëþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ {fk}p+1
k=1, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðè âåêòîðå fp+1 áûë

áû ðàâåí åäèíèöå, ò.å. íàáîð âåêòîðîâ {fk}p+1
k=1 áûë áû ëèíåéíî çàâèñèì. Ýòî íåâîçìîæíî,

ñëåäîâàòåëüíî, âñå âåêòîðû {ẽk}nk=1 íå ðàâíû íóëþ.

Ïî ïîñòðîåíèþ âåêòîðû {ek}nk=1 åäèíè÷íîé äëèíû. Íåòðóäíî âèäåòü

(ẽ2, e1) = (f2, e1)− (f2, e1)∥e1∥2 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû e1, e2 îðòîãîíàëüíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáîð {es}k−1
s=1 îðòîíîðìè-

ðîâàí. Òîãäà ïðè ëþáîì l < k

(ẽk, el) = (fk −
k−1∑
j=1

(f, ej)ej , el) = (fk, el)− (fk, el)∥el∥2 = 0.
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Òàêèì îáðàçîì íàáîð {ek}nk=1 îðòîíîðìèðîâàí, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. �

�2. Ñòàíäàðòíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Çäåñü ìû ïðèìåíèì òåîðèþ âåùåñòâåííûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ê ïðîñòðàíñòâó Rn ñî

ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (x⃗, y⃗) = y⃗t · x⃗. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïîâòîðèì

äîêàçàòåëüñòâà âñåõ óòâåðæäåíèé â ýòîì ñëó÷àå.

1. Ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Îïð. Ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â Rn ìû íàçûâàåì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ, ñî-

ïîñòàâëÿþùóþ ïàðå âåêòîðîâ âåùåñòâåííîå ÷èñëî:

(x⃗, y⃗) = y⃗tx⃗ =

n∑
k=1

xkyk, x⃗ =


x1

x2

...
xn

 , y⃗ =


y1
y2
...
yn

 ∈ Rn.

Ïðîñòðàíñòâî Rn ñ îïðåäåëåííûì íà íåì ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì áóäåì íà-

çûâàòü ñòàíäàðòíûì âåùåñòâåííûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ñâîéñòâà.

1) Ïðè âñåõ x⃗ ∈ Rn (x⃗, x⃗) > 0; (x⃗, x⃗) = 0 åñëè è òîëüêî åñëè x⃗ = 0⃗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîãî x⃗ = (x1, . . . , xn)
t ∈ Rn î÷åâèäíû ñîîòíîøåíèÿ

(x⃗, x⃗) = x⃗tx⃗ =

n∑
k=1

x2
k > 0.

Áîëåå òîãî, èç ðàâåíñòâà (x⃗, x⃗) = 0 íåìåäëåííî ñëåäóåò x⃗ = 0⃗. �

2) Ïðè âñåõ x⃗, y⃗ ∈ Rn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (x⃗, y⃗) = (y⃗, x⃗).

Äîêàçàòåëüñòâî.

(x⃗, y⃗) = y⃗tx⃗ =

n∑
k=1

xkyk =

n∑
k=1

ykxk = x⃗ty⃗ = (y⃗, x⃗), x⃗ =


x1

x2

...
xn

 , y⃗ =


y1
y2
...
yn

 ∈ Rn.

�

3) Ïðè âñåõ x⃗, y⃗, z⃗ ∈ Rn, α ∈ R âåðíû ðàâåíñòâà

(x⃗+ y⃗, z⃗) = (x⃗, z⃗) + (y⃗, z⃗), (z⃗, x⃗+ y⃗) = (z⃗, x⃗) + (z⃗, y⃗);

(αx⃗, y⃗) = (x⃗, αy⃗) = α(x⃗, y⃗).

Äîêàçàòåëüñòâî.

(x⃗+ y⃗, z⃗) = z⃗t(x⃗+ y⃗) = z⃗tx⃗+ z⃗ty⃗ = (x⃗, z⃗) + (y⃗, z⃗);

(αx⃗, y⃗) = y⃗t(αx⃗) = α(y⃗tx⃗) = α(x⃗, y⃗).

�

4) (αx⃗1 + βx⃗2, γy⃗1 + δy⃗2) = αγ(x⃗1, y⃗1) + αδ(x⃗1, y⃗2) + βγ(x⃗2, y⃗1) + βδ(x⃗2, y⃗2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òðåòüåãî ñâîéñòâà. �
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5) (
n∑

k=1

αkx⃗k,
m∑
l=1

βly⃗l) =
n∑

k=1

m∑
l=1

αkβl(x⃗k, y⃗l).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè. �

6) Ïðè âñåõ x⃗, y⃗ ∈ Rn (x⃗, 0⃗) = (⃗0, y⃗) = 0⃗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(x⃗, 0⃗) = (x, 0 · 0⃗) = 0(x, 0⃗) = 0.

�

2. Íîðìà âåêòîðà, óãîë ìåæäó âåêòîðàìè â ñòàíäàðòíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå. Íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà è íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-

Øâàðöà.

Îïð. Ñòàíäàðòíîé íîðìîé (äëèíîé) âåêòîðà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

∥x⃗∥ :=
√
(x⃗, x⃗) =

√
x⃗tx⃗ =

√√√√ n∑
k=1

x2
k , x⃗ =


x1

x2

...
xn

 ∈ Rn.

Ñâîéñòâà.

1) Ïðè âñåõ x⃗ ∈ Rn ñïðàâåäëèâî ∥x⃗∥ > 0; ïðè ýòîì ∥x⃗∥ = 0 ⇔ x⃗ = 0⃗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå ñâîéñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ïåðâîãî ñâîéñòâà

ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. �

2) Ïðè âñåõ x⃗ ∈ Rn, α ∈ R âåðíî ðàâåíñòâî ∥αx⃗∥ = |α|∥x⃗∥.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∥αx⃗∥ =
√
(αx⃗, αx⃗) =

√
α2(x⃗, x⃗) = |α|

√
(x⃗, x⃗) .

�

3) Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà:

|(x⃗, y⃗)| 6 ∥x⃗∥∥y⃗∥, x⃗, y⃗ ∈ Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x⃗ = 0⃗ èëè y⃗ = 0⃗, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî (îáå ÷àñòè íåðà-

âåíñòâà îáðàùàþòñÿ â íîëü).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû x⃗, y⃗ íå ðàâíû íóëþ. Ñïðàâåäëèâû î÷åâèäíûå ñîîòíî-

øåíèÿ:

0 6 (x⃗+ ty⃗, x⃗+ ty⃗) = t2(y⃗, y⃗) + 2t(x⃗, y⃗) + (x⃗, x⃗) = t2∥y⃗∥2 + 2t(x⃗, y⃗) + ∥x⃗∥2, t ∈ R.

Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí t2∥y⃗∥2 + 2t(x⃗, y⃗) + ∥x⃗∥2 èìååò íå áîëåå îäíîãî

êîðíÿ, à ïîòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé äèñêðèìèíàíò íå ïðåâîñõîäèò íóëÿ:

D/4 = (x⃗, y⃗)2 − ∥x⃗∥2∥y⃗∥2 6 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåì â âèäå

(x⃗, y⃗)2 6 ∥x⃗∥2∥y⃗∥2,

÷òî ýêâèâàëåíòíî òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó. �
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4) Ñïðàâåäëèâî (ïåðâîå) íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà:

∥x⃗+ y⃗∥ 6 ∥x⃗∥+ ∥y⃗∥, x⃗, y⃗ ∈ Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∥x⃗+ y⃗∥2 = (x⃗+ y⃗, x⃗+ y⃗) = ∥x⃗∥2 + 2(x⃗, y⃗) + ∥y⃗∥2 6

6 ∥x⃗∥2 + 2|(x⃗, y⃗)|+ ∥y⃗∥2 6 ∥x⃗∥2 + 2∥x⃗∥∥y⃗∥+ ∥y⃗∥2 = (∥x⃗∥+ ∥y⃗∥)2.

�

5) Ñïðàâåäëèâî âòîðîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà:∣∣∥x⃗∥ − ∥y⃗∥
∣∣ 6 ∥x⃗− y⃗∥, x⃗, y⃗ ∈ Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∥x⃗∥ = ∥x⃗− y⃗ + y⃗∥ 6 ∥x⃗− y⃗∥+ ∥y⃗∥ ⇒ ∥x⃗∥ − ∥y⃗∥ 6 ∥x⃗− y⃗∥
∥y⃗∥ = ∥y⃗ − x⃗+ x⃗∥ 6 ∥y⃗ − x⃗∥+ ∥x⃗∥ ⇒ ∥y⃗∥ − ∥x⃗∥ 6 ∥x⃗− y⃗∥

}
⇒

∣∣∥x⃗∥ − ∥y⃗∥
∣∣ 6 ∥x⃗− y⃗∥.

�

Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ñòàí-

äàðòíîãî âåùåñòâåííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Áîëåå òî÷íî, äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x⃗, y⃗ ∈

Rn \ {⃗0} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣ (x⃗, y⃗)

∥x⃗∥∥y⃗∥

∣∣∣∣ 6 1.

Îïð. Óãëîì ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè x⃗, y⃗ ∈ Rn íàçûâàåòñÿ óãîë φ ∈ [0, π], óäîâëåòâî-

ðÿþùèé óðàâíåíèþ

cosφ =
(x⃗, y⃗)

∥x⃗∥∥y⃗∥
.

�3. Êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Íàïîìíèì îïåðàöèþ ñîïðÿæåíèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè:

z = a+ ib ⇒ z = a− ib; z = z ⇔ z ∈ R; zz = |z|2; z + z = 2Rez.

1. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà êîìïëåêñíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Îïð. Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C; ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà îïåðàöèÿ

ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ x, y ∈ E êîìïëåêñíîå ÷èñëî (x, y) ∈ C. Ýòó îïåðàöèþ

áóäåì íàçûâàòü ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì.

1) Ïðè âñåõ x ∈ E (x, x) > 0; (x, x) = 0 åñëè è òîëüêî åñëè x = O.

2) Ïðè âñåõ x, y ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (x, y) = (y, x).

3) Ïðè âñåõ x, y, z ∈ E, α ∈ C âåðíû ðàâåíñòâà

(x+ y, z) = (x, z) + (y, z), (z, x+ y) = (z, x) + (z, y);

(αx, y) = α(x, y);

(x, αy) = α(x, y).
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Êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî E, ñ çàäàííûì â íåì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, íàçû-

âàþò êîìïëåêñíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Òðåáîâàíèÿ (1) � (3) ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâå-

äåíèþ íàçûâàþò àêñèîìàìè êîìïëåêñíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Îáîçíà÷åíèå. Åñëè ìû íå õîòèì óêàçûâàòü êîíêðåòíûå àðãóìåíòû â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäå-

íèè, ìû áóäåì ïèñàòü òàê (·, ·).

Ñâîéñòâà.

1) (αx1 + βx2, γy1 + δy2) = αγ(x1, y1) + αδ(x1, y2) + βγ(x2, y1) + βδ(x2, y2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òðåòüåé àêñèîìû. �

2) (
n∑

k=1

αkxk,
m∑
l=1

βlyl) =
n∑

k=1

m∑
l=1

αkβl(xk, yl).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè. �

3) Ïðè âñåõ x, y ∈ E (x,O) = (O, y) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(x,O) = (x, 0 ·O) = 0(x,O) = 0.

�

Ïðèìåðû.

1) Â ïðîñòðàíñòâå Cn îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâåíñòâîì

(x⃗, y⃗) = y⃗∗x⃗ =

n∑
k=1

xkyk, x⃗ =


x1

x2

...
xn

 , y⃗ =


y1
y2
...
yn

 ∈ Cn.

Óïð. Ïðîâåðüòå, ÷òî âñå àêñèîìû åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíû.

2) Ïóñòü E = Cn � ñòàíäàðòíîå êîìïëåêñíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî; çàäàíû ïîëî-

æèòåëüíûå ÷èñëà {qj}nj=1; îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâåíñòâîì

(x⃗, y⃗) =

n∑
k=1

qkxkyk, x⃗ =


x1

x2

...
xn

 , y⃗ =


y1
y2
...
yn

 ∈ Cn.

Óïð. Ïðîâåðüòå, ÷òî âñå àêñèîìû åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíû.

3) Ïóñòü E = Mm,n(C) � ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö, (A,B) = TrB∗A, A,B ∈ E; òîãäà (·, ·) �

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

4) Ïóñòü E = C([a, b] → C) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöìé; (f, g) =
∫ b

a
f(t)g(t)dt,

f, g ∈ E. Òîãäà (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

2. Íîðìà âåêòîðà â êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íåðàâåíñòâà òðå-

óãîëüíèêà è íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà.

Îïð. Ïóñòü E � êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·).

Íîðìîé (äëèíîé) âåêòîðà x ∈ E íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ∥x∥ :=
√
(x, x) .

Ñâîéñòâà.

1) Ïðè âñåõ x ∈ E ñïðàâåäëèâî ∥x∥ > 0; ïðè ýòîì ∥x∥ = 0 ⇔ x = O.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå ñâîéñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ïåðâîé àêñèîìû âå-

ùåñòâåííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. �

2) Ïðè âñåõ x ∈ E, α ∈ C âåðíî ðàâåíñòâî ∥αx∥ = |α|∥x∥.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∥αx∥ =
√
(αx, αx) =

√
|α|2(x, x) = |α|

√
(x, x) .

�

3) Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà:

|(x, y)| 6 ∥x∥∥y∥, x, y ∈ E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x = O èëè y = O, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî (îáå ÷àñòè íåðà-

âåíñòâà îáðàùàþòñÿ â íîëü). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû x, y íå ðàâíû íóëþ. Ñïðà-

âåäëèâû î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ:

0 6 (x+ ty, x+ ty) = t2(y, y) + t((x, y) + (y, x)) + (x, x) =

= t2∥y∥2 + 2tRe(x, y) + ∥x∥2, t ∈ R.

Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí t2∥y∥2+2tRe(x, y)+∥x∥2 èìååò íå áîëåå îäíîãî

êîðíÿ, à ïîòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé äèñêðèìèíàíò íå ïðåâîñõîäèò íóëÿ:

D/4 = Re(x, y)2 − ∥x∥2∥y∥2 6 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåì â âèäå

Re(x, y)2 6 ∥x∥2∥y∥2, x, y ∈ E. (+)

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ x, y ∈ E ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y) ïðåä-

ñòàâèìî â ýêñïîíåíöèàëüíîì âèäå:

(x, y) = |(x, y)|eiφ, φ ∈ [0, 2π).

Î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

|(x, y)| = e−iφ(x, y) = (e−iφx, y).

Ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðîâ e−iφx è y ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî (+):

|(x, y)| = (e−iφx, y) = Re(e−iφx, y) 6 ∥x∥∥y∥,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

4) Ñïðàâåäëèâî (ïåðâîå) íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà:

∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥, x, y ∈ E.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∥x+ y∥2 = (x+ y, x+ y) = ∥x∥2 + 2Re(x, y) + ∥y∥2 6

6 ∥x∥2 + 2|(x, y)|+ ∥y∥2 6 ∥x∥2 + 2∥x∥∥y∥+ ∥y∥2 = (∥x∥+ ∥y∥)2.

�
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5) Ñïðàâåäëèâî âòîðîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà:∣∣∥x∥ − ∥y∥
∣∣ 6 ∥x− y∥, x, y ∈ E.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∥x∥ = ∥x− y + y∥ 6 ∥x− y∥+ ∥y∥ ⇒ ∥x∥ − ∥y∥ 6 ∥x− y∥
∥y∥ = ∥y − x+ x∥ 6 ∥y − x∥+ ∥x∥ ⇒ ∥y∥ − ∥x∥ 6 ∥x− y∥

}
⇒

∣∣∥x∥ − ∥y∥
∣∣ 6 ∥x− y∥.

�


