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�11. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå.

Çäåñü ìû îáñóäèì ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî

êîìïëåêñíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâåäåì áîëüøèíñòâî

ðåçóëüòàòîâ ñ äîêàçàòåëüñòâàìè (íå ññûëàÿñü íà �10). Ìû äàäèì óíèòàðíîìó îïåðàòîðó è

óíèòàðíîé ìàòðèöå îïðåäåëåíèÿ íå ñîâïàäàþùèå ñ èçëîæåííûìè âûøå, íî ýêâèâàëåíòíûå

èì (ñîãëàñíî òåîðåìå 10.4 è ïðåäëîæåíèþ 10.5).

Íàïîìíèì, ÷òî ñòàíäàðòíûì êîìïëåêñíûì ïðîñòðàíñòâîì ìû íàçûâàåì ïðîñòðàíñòâî Cn

ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (x⃗, y⃗) = y⃗∗ · x⃗ =
n∑

i=1

xiyi.

1. Ñîïðÿæåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå.

Ëåììà 11.1. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Mn,n(C) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(Ax⃗, y⃗) = (x⃗, A∗y⃗), x⃗, y⃗ ∈ Cn.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(Ax⃗, y) =

n∑
i=1

 n∑
j=1

[A]ijxj

 yi =

n∑
j=1

xj

n∑
i=1

[A]ijyi =

n∑
j=1

xj

n∑
i=1

[A∗]jiyi = (x⃗, A∗y⃗).

�

Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð èç Cn â Cn. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

ëèíåéíûé îïåðàòîð B : Cn → Cn, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

∀x⃗, y⃗ ∈ Cn (Ax⃗, y⃗) = (x⃗,By⃗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà B. Ïóñòü îïåðàòîð A çàäàåòñÿ ìàòðè-

öåé A ∈ Mn,n(C). Çàäàäèì îïåðàòîð B ìàòðèöåé A∗. Â ñèëó ëåììû 11.1 îïåðàòîð B óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ

∀x⃗, y⃗ ∈ Cn (Ax⃗, y⃗) = (x⃗,By⃗).

Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü îïåðàòîðà B. Ïðåäïîëîæèì èìåþòñÿ äâà îïåðàòîðà B1,B2 òàêèå,

÷òî

∀x⃗, y⃗ ∈ Cn (Ax⃗, y⃗) = (x⃗,B1y⃗) = (x⃗,B2y⃗).

Òîãäà ïðè âÿêîì y⃗ ∈ Cn ñïðàâåäëèâî:

∀x⃗ ∈ Cn (B1y⃗ − B2y⃗, x⃗) = (y⃗,Ax⃗)− (y⃗,Ax⃗) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, B1y⃗ = B2y⃗ ïðè âñåõ y⃗ ∈ Cn, à ïîòîìó B1 = B2. �

Îïð. Ïóñòü A,B � ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

∀x⃗, y⃗ ∈ Cn (Ax⃗, y⃗) = (x⃗,By⃗).

Òîãäà îïåðàòîð B îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A∗ è íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó A.
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Ñâîéñòâà.

1) (A+ B)∗ = A∗ + B∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

((A+ B)x⃗, y⃗) = (Ax⃗, y⃗) + (Bx⃗, y⃗) = (x⃗,A∗y⃗) + (x⃗,B∗y⃗) = (x⃗, (A∗ + B∗)y⃗).

�

2) (αA)∗ = α(A∗).

Äîêàçàòåëüñòâî.

(αAx⃗, y⃗) = α(x⃗,A∗y⃗) = (x⃗, αA∗y⃗).

�

3) (AB)∗ = B∗A∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(ABx⃗, y⃗) = (Bx⃗,A∗y⃗) = (x⃗,B∗A∗y⃗).

�

4) (A∗)∗ = A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(A∗x⃗, y⃗) = (y⃗,A∗x⃗) = (Ay⃗, x⃗) = (x⃗,Ay⃗).

�

5) I∗ = I.

6) O∗ = O.

7) (A∗x⃗, y⃗) = (x⃗,Ay⃗).

Äîêàçàòåëüñòâî.

(A∗x⃗, y⃗) = (y⃗,A∗x⃗) = (Ay⃗, x⃗) = (x⃗,Ay⃗).

�

8) Ïóñòü îïåðàòîð A çàäàí ìàòðèöåé A ∈ Mn,n(C). Òîãäà îïåðàòîð A∗ çàäàí ìàòðèöåé

A∗.

9) detA∗ = detA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà 8. �

10) TrA∗ = TrA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà 8. �

11) rankA∗ = rankA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà 8. �
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Îïð. Îïåðàòîð A â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ñàìîñî-

ïðÿæåííûì, åñëè A∗ = A.

Ñâîéñòâà.

1) Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îïå-

ðàòîð Are :=
1
2 (A+ A∗) � ñàìîñîïðÿæåííûé.

2) Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îïå-

ðàòîð Aim := 1
2i (A− A∗) � ñàìîñîïðÿæåííûé.

3) Êàæäûé îïåðàòîð A â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàñêëà-

äûâàåòñÿ â ñóììó A = Are + iAim.

2. Òåîðåìà îá îáðàçå îïåðàòîðà è ÿäðå ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì

êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 11.3. Äëÿ âñÿêîãî îïåðàòîðà A â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

RanA⊕KerA∗ = Cn.

Äîêàçàòåëüñòâî.

z⃗ ∈ (RanA)⊥ ⇔ ∀f⃗ ∈ RanA (z⃗, f⃗) = 0 ⇔ ∀x⃗ ∈ Cn (z⃗,Ax⃗) = 0 ⇔

∀x⃗ ∈ Cn (A∗z⃗, x⃗) = 0 ⇔ A∗z⃗ = 0⃗ ⇔ z⃗ ∈ KerA∗.

�

Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 11.3. Äëÿ âñÿêîãî îïåðàòîðà A â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) KerA∗ = {⃗0} ⇔ RanA = Cn.

2) KerA = {⃗0} ⇔ RanA∗ = Cn.

3) KerA = {⃗0} ⇔ RanA = Cn.

4) Óðàâíåíèå Ax⃗ = f⃗ èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f⃗⊥KerA∗.

5) Óðàâíåíèå Ax = f⃗ èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

óðàâíåíèå A∗x⃗ = 0⃗ èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

6) Óðàâíåíèå Ax⃗ = f èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

óðàâíåíèå Ax⃗ = 0⃗ èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

7) KerA = {⃗0} ⇔ KerA∗ = {⃗0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ 1) è 2) ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 11.3. Óòâåðæäå-

íèå 3) âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 2) è ñîîòíîøåíèé

dimRanA = rankA = rankA∗ = dimRanA∗.

Óòâåðæäåíèå 4) ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 11.3. Óòâåðæäåíèå 5) âûòåêàåò íåïî-

ñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 11.3. Óòâåðæäåíèå 6) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3). Óòâåðæäåíèå 7)

âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèé 1) è 3). �

Îòìåòèì, ÷òî øåñòîå ñëåäñòâèå ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé Ôðåäãîëüìà.
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3. Óíèòàðíûå ìàòðèöû. Óíèòàðíûå îïåðàòîðû â ñòàíäàðòíîì êîìïëåêñíîì åâ-

êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïð. Ìàòðèöó U ∈ Mn,n(C) íàçûâàþò óíèòàðíîé, åñëè åå ñòîëáöû îáðàçóþò îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ â Cn. Çàäàâàåìûé ìàòðèöåé U îïåðàòîð U : Cn → Cn áóäåì íàçûâàòü óíèòàð-

íûì.

Òåîðåìà 11.4. Äëÿ ìàòðèöû U ∈ Mn,n(C) ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) U � îðòîãîíàëüíà;

(ii) ïðè âñåõ x⃗, y⃗,∈ Cn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (Ux⃗, Uy⃗) = (x⃗, y⃗);

(iii) U∗U = I;

(iv) UU∗ = I;

(v) ìàòðèöà U îáðàòèìà è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî U−1 = U∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà, ðàçóìååòñÿ, ñëåäóåò èç òåîðåìû 10.4 è ïðåäëîæåíèÿ 10.5, îä-

íàêî íà ýêçàìåíå ýòó òåîðåìó ðàçðåøàåòñÿ ïðèâåñòè áåç äîêàçàòåëüñòâà. �

Ñâîéñòâà óíèòàðíîé ìàòðèöû.

1) Åñëè U óíèòàðíàÿ, òî U∗ = U−1 � óíèòàðíàÿ.

2) Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà I � óíèòàðíà.

3) Åñëè U1 è U2 � óíèòàðíûå, òî U1U2 � óíèòàðíàÿ.

4) Åñëè U óíèòàðíàÿ, òî |detU | = 1.

5) Âñÿêàÿ âåùåñòâåííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà óíèòàðíà.

�12. Ñàìîñîïðÿæåííûå è óíèòàðíûå îïåðàòîðû â êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

1. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðà-

òîðà â êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ëåììà 12.1. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A = A∗ ∈

Λ(E). Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ E ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (Ax, x) ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ax, x) = (x,A∗x) = (x,Ax) = (Ax, x). �

Òåîðåìà 12.2. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì

êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííû; ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà ñàìîñî-

ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîïàðíî îð-

òîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A = A∗ ∈

Λ(E),

σ(A) =

µ1, µ2, . . . , µp

σ1, σ2, . . . , σp

τ1, τ2, . . . , τp

 .
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Ïðè âñÿêîì µj , j = 1, . . . , p, âûáåðåì f ∈ Fµj
\ {O} � ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé

ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µj . Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

R ∋ (Af, f)
∥f∥2

=
(µjf, f)

∥f∥2
=

µj(f, f)

∥f∥2
= µj .

Ïóñòü µi, µj � äâà ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A (â ýòîì ñëó÷àå õîòÿ áû îäíî

èç íèõ íå ðàâíî íóëþ, ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, µj ̸= 0); f ∈ Fµi , g ∈ Fµj . Òîãäà ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà

(g, f) =
1

µj
(Ag, f) =

1

µj
(g,A∗f) =

1

µj
(g,Af) =

µi

µj
(g, f) =

µi

µj
(g, f).

Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ðàâåíñòâî

(g, f) =
µi

µj
(g, f).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó µi

µj
̸= 1, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (g, f) = 0, ò.å. Fµj

⊥Fµi
. �

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {ek}nk=1 â E ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

A èçîáðàæàåòñÿ â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1 ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöåé. Òàêæå âñïîì-

íèì, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé. Èç òåîðåìû 12.2

è òåîðåìû 4.4 (ëåêöèÿ îò 30.03.2020, Ãëàâà IV, �4, ï.2) âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 12.3. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöû âåùåñòâåííû.

Ñëåäñòâèå 12.4. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû âåùåñòâåí-

íû.

2. Èíâàðèàíòíûå è ïðèâîäÿùèå ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Îïð. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ Λ(E), F � ïîäïðî-

ñòðàíñòâî â E. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî F � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà

A, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ∀f ∈ F Af ∈ F. Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî F èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà A.

Îïð. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ Λ(E), F � ïîäïðî-

ñòðàíñòâî â E. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî F � ïðèâîäÿùåå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A,

åñëè F � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A è F⊥ � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

îïåðàòîðà A.

Îïð. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ Λ(E), F � èí-

âàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå A |F : F → F ôîðìóëîé

∀f ∈ F A |F (f) = Af . Îòîáðàæåíèå A |F íàçûâàåòñÿ ñóæåíèåì îïåðàòîðà A íà ïîäïðîñòðàí-

ñòâî F .

Óïð. Ïðîâåðüòå, ÷òî îòîáðàæåíèå A |F � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Ëåììà 12.5. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ Λ(E),

Af = λf , f ∈ E, λ ∈ C. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî L {f} èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî x ∈ L {f} èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå x = αf . Ñëåäîâàòåëüíî,

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ Ax = αAf = αλf ∈ L {f}. �
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Ëåììà 12.6. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A = A∗ ∈

Λ(E). Òîãäà âñÿêîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäÿùèì ïîä-

ïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A. Íåîáõîäèìî ïðî-

âåðèòü, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå F⊥ ê ïîäïðîñòðàíñòâó F ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîä-

ïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà g ∈ F⊥ ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-

øåíèÿ

∀f ∈ F (Ag, f) = (g,A∗f) = (g,Af) = 0, ò.ê. Af ∈ F, g ∈ F⊥.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Ag ∈ F⊥, ò.å. F⊥ � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

îïåðàòîðà A. �

3. Ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåííîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ó ñàìîñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 12.7. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A = A∗ ∈

Λ(E). Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ek}nk=1 â E, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

Aek = λkek, k = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì êàêîå-íèáóäü ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà A, îáîçíà÷èì åãî ÷å-

ðåç λ1 è íàéäåì êàêîé-íèáóäü ñîáñòâåííûé âåêòîð e1 îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 è

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ∥e1∥ = 1 (òàêîé âåêòîð âñåãäà íàéäåòñÿ, ñì. ëåêöèþ îò 30.03.2020,

Ãëàâà IV, �4, ï.2, òåîðåìû 4.4, 4.5). Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ îáîçíà÷èì E =: E1, A =: A1. Äàëåå

ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî E2 := L {e1}⊥. Ïî ëåììàì 12.5, 12.6 ïîäïðîñòðàíñòâî E2 èí-

âàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A2 := A1 |E2
. Íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

∀x, y ∈ E2 (A2x, y) = (A1x, y) = (x,A∗
1y) = (x,A1y) = (x,A2y).

Òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð A2 ∈ Λ(E2) ñàìîñîïðÿæåí.

Ïîâòîðèì âñþ ïðîöåäóðó: âûáåðåì êàêîå-íèáóäü ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà A2, îáîçíà-

÷èì åãî ÷åðåç λ2 è íàéäåì êàêîé-íèáóäü ñîáñòâåííûé âåêòîð e2 ∈ E2 (e2⊥e1) îòâå÷àþùèé

ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2 è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ∥e2∥ = 1. Îòìåòèì ñðàçó ðàâåíñòâà

Ae2 = A2e2 = λ2e2. Â ïðîñòðàíñòâå E2 ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî E3 := L {e2}⊥. Ïî

ëåììàì 12.5, 12.6 ïîäïðîñòðàíñòâî E3 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A2. Ðàññìîòðèì

îïåðàòîð A3 := A2 |E3 . Êàê è âûøå îïåðàòîð A3 ∈ Λ(E3) ñàìîñîïðÿæåí.

Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð {ek}nk=1 óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèþ Aek = λkek, k = 1, . . . , n. �

Èç òåîðåì 12.2, 12.7 è 4.5 (ëåêöèÿ îò 30.03.2020, Ãëàâà IV, �4, ï.2) âûòåêàåò ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 12.8. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, A = A∗ ∈

Λ(E),

σ(A) =

µ1, µ2, . . . , µp

σ1, σ2, . . . , σp

τ1, τ2, . . . , τp

 .
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Òîãäà σi = τi, µi ∈ R, i = 1, . . . , p, Fµ1
⊕ . . .⊕ Fµp

= E.

4. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà óíèòàðíîãî îïåðàòîðà â

êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 12.9. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñ-

íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò ìîäóëü ðàâíûé åäèíèöå; ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà

óíèòàðíîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîïàðíî îð-

òîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, U ∈ Λ(E),

� óíèòàðíûé îïåðàòîð;

σ(U) =

µ1, µ2, . . . , µp

σ1, σ2, . . . , σp

τ1, τ2, . . . , τp

 .

Ïðè âñÿêîì µj , j = 1, . . . , p, âûáåðåì f ∈ Fµj
\ {O} � ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé

ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µj . Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

1 =
(Uf,Uf)
∥f∥2

=
(µjf, µjf)

∥f∥2
=

µjµj(f, f)

∥f∥2
= |µj |2.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ðàâíûõ åäèíèöå ïî ìîäóëþ, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

|z| = 1 ⇒ z =
1

z
.

Ïóñòü µi, µj � äâà ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà U; f ∈ Fµi
, g ∈ Fµj

. Òîãäà

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(f, g) = (Uf,Ug) = (µif, µjg) = µiµj(f, g) =
µi

µj
(f, g).

Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ðàâåíñòâî

(f, g) =
µi

µj
(f, g).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó µi

µj
̸= 1, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (f, g) = 0, ò.å. Fµi

⊥Fµj
. �

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {ek}nk=1 â E óíèòàðíûé îïåðàòîð U èçîá-

ðàæàåòñÿ â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1 óíèòàðíîé ìàòðèöåé. Òàêæå âñïîìíèì, ÷òî âåùå-

ñòâåííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé. Èç òåîðåìû 12.9 è òåîðåìû 4.4 (ëåêöèÿ

îò 30.03.2020, Ãëàâà IV, �4, ï.2) âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 12.10. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà óíèòàðíîé ìàòðèöû ðàâíû åäèíèöå ïî ìîäóëþ.

Ñëåäñòâèå 12.11. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà âåùåñòâåííîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàâíû åäè-

íèöå ïî ìîäóëþ.

5. Ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåííîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ó óíèòàðíîãî îïåðà-

òîðà â êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 12.12. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, U ∈ Λ(E)

� óíèòàðíûé. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ek}nk=1 â E, óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèþ Uek = λkek, k = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòó òåîðåìó ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà. �

Èç òåîðåì 12.9, 12.12 è 4.5 (ëåêöèÿ îò 30.03.2020, Ãëàâà IV, �4, ï.2) âûòåêàåò ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 12.13. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, U ∈ Λ(E)

� óíèòàðíûé îïåðàòîð,

σ(U) =

µ1, µ2, . . . , µp

σ1, σ2, . . . , σp

τ1, τ2, . . . , τp

 .

Òîãäà σi = τi, |µi| = 1, i = 1, . . . , p, Fµ1
⊕ . . .⊕ Fµp

= E.


