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5. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñîáñòâåííîãî áàçèñà ó îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç

Kn â Kn.

Òåîðåìà 4.16. Ïóñòü A : Kn → Kn � ëèíåéíûé îïåðàòîð,

σ(A) :=

µ1, µ2, . . . µp

σ1, σ2, . . . σp

τ1, τ2, . . . τp


� ñïåêòð îïåðàòîðà A. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Ñóùåñòâóåò áàçèñ â Kn, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A.

2) Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà σ1 = τ1, σ2 = τ2, . . . , σp = τp.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé áàçèñ {fk}nk=1 äëÿ îïåðàòîðà A. Ïåðåñòà-

âèì âåêòîðû áàçèñà òàê, ÷òîáû ñíà÷àëà øëè âåêòîðû èç ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
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Ïîñêîëüêó êàæäûé èç íàáîðîâ
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ëèíåéíî íåçàâèñèì, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

dim(Fµ1+̇ . . . +̇Fµ2) = dimFµ1 + · · ·+ dimFµp > n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå Kn = Fµ1+̇ . . . +̇Fµ2 . Îòêóäà ñëåäóåò ðàâåí-

ñòâî τ1 + · · ·+ τp = n. Ñîãëàñíî òåîðåìàì 4.9 è 4.13 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

σ1 + · · ·+ σp = n, τ1 6 σ1, . . . , τp 6 σp,

êîòîðûå è ïðèâîäÿò ê òðåáóåìûì ðàâåíñòâàì σ1 = τ1, σ2 = τ2, . . . , σp = τp.

2) Ïðåäïîëîæèì âûïîëíåíû ðàâåíñòâà σ1 = τ1, σ2 = τ2, . . . , σp = τp. Òîãäà, â ñèëó òåîðåì

4.9, 4.14, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå τ1+ · · ·+ τp = n, èç êîòîðîãî âûòåêàåò ðàçëîæåíèå

Kn = Fµ1
+̇ . . . +̇Fµ2

. Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåäèíåíèå áàçèñîâ ïîäïðîñòðàíñòâ Fµ1
, . . . , Fµp

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â Kn, à çíà÷èò îïåðàòîð A èìååò ñîáñòâåííûé áàçèñ.

�

�5. Ïîäîáèå ìàòðèö. Äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèö.

1. Ïîäîáèå ìàòðèö. Èíâàðèàíòû ïîäîáèÿ.

Îïð. Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà B ∈ Mn,n(C) ïîäîáíà ìàòðèöå A ∈ Mn,n(C), åñëè íàéäåòñÿ

îáðàòèìàÿ ìàòðèöà X ∈ Mn,n(C) òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî B = X−1AX. Ìàòðèöó

X íàçûâàþò ìàòðèöåé îñóùåñòâëÿþùåé ïîäîáèå ìàòðèö B è A.

Îáîçíà÷åíèå. Òîò ôàêò, ÷òî ìàòðèöà B ïîäîáíà ìàòðèöå A áóäåì îáîçíà÷àòü B ∼ A.

Ñâîéñòâà.

1) Êàæäàÿ ìàòðèöà ïîäîáíà ñàìîé ñåáå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì X = I; òîãäà ñïðàâåäëèâî A = X−1AX. �

2) Åñëè ìàòðèöà B ïîäîáíà ìàòðèöå A, òî ìàòðèöà A ïîäîáíà ìàòðèöå B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåòñÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà X òàêàÿ, ÷òî B = X−1AX. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî A = XBX−1 = (X−1)−1B(X−1). �

3) Åñëè ìàòðèöà A ïîäîáíà ìàòðèöå B, è ìàòðèöà B ïîäîáíà ìàòðèöå C, òî ìàòðèöà A

ïîäîáíà ìàòðèöå C.

Äîêàçàòåëüñòâî.

A = X−1BX, B = Y −1CY ⇒ A = X−1Y −1CY X = (Y X)−1C(Y X).

�

4) Åñëè A = O, òî B ∼ A â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà B = O.

Äîêàçàòåëüñòâî.

B = X−1OX = X−1O = O.

�

5) Åñëè A = I, òî B ∼ A â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà B = I.

Äîêàçàòåëüñòâî.

B = X−1IX = X−1X = I.

�

6) Åñëè A ∼ B, òî Am ∼ Bm, m ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî.

A = X−1BX ⇒ Am = X−1BX ·X−1BX · . . . ·X−1BX = X−1BmX.

�

7) Åñëè A ∼ B, òî At ∼ Bt, A∗ ∼ B∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

A = X−1BX ⇒ At =
(
X−1BX

)t
= XtBt(X−1)t = XtBt(Xt)−1 = ((Xt)−1)−1Bt((Xt)−1);

A = X−1BX ⇒ A∗ =
(
X−1BX

)∗
= X∗B∗(X−1)∗ = X∗B∗(X∗)−1 = ((X∗)−1)−1B∗((X∗)−1).

�

8) Åñëè ìàòðèöû A è B ïîäîáíû, òî detA = detB.

Äîêàçàòåëüñòâî.

A = X−1BX ⇒ detA = det
(
X−1BX

)
= (detX)−1detB detX = detB.

�

9) Åñëè ìàòðèöû A è B ïîäîáíû è îáðàòèìû, òî ìàòðèöû A−1 è B−1 ïîäîáíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

A = X−1BX ⇒ A−1 =
(
X−1BX

)−1
= X−1B−1(X−1)−1 = X−1B−1X.

�

Òåîðåìà 5.1. Åñëè ìàòðèöû A è B ïîäîáíû, òî èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ñîâïà-

äàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî.

A = X−1BX ⇒ dA(λ) = det(A− λI) = det(X−1BX − λI) =

= det
(
X−1(B − λI)X

)
= (detX)−1det(B − λI)detX = det(B − λI) = dB(λ).

�

Ñëåäñòâèå 5.2. Åñëè ìàòðèöû A è B ïîäîáíû, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî TrA = TrB.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K; {ek}nk=1, {ẽk}nk=1

� áàçèñû â ïðîñòðàíñòâå E; A : E → E � ëèíåéíûé îïåðàòîð; ïóñòü A ∈ Mn,n(C) � èçîá-

ðàæàåò îïåðàòîð A â ïàðå áàçèñîâ {ek}nk=1, {ek}nk=1, Ã ∈ Mn,n(C) � èçîáðàæàåò îïåðàòîð A

â ïàðå áàçèñîâ {ẽk}nk=1, {ẽk}nk=1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû A è Ã ïîäîáíû (è ìàòðèöà,

îñóùåñòâëÿþùàÿ ïîäîáèå ïðèíàäëåæèò êëàññó Mn,n(K)).

2. Äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèö. Äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèö â êëàññå âåùåñòâåííûõ è êîì-

ïëåêñíûõ ìàòðèö.

Îïð. Ìàòðèöà A ∈ Mn,n(K) íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëèçóåìîé, åñëè îíà ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé.

Áîëåå òî÷íî:

• Ìàòðèöà A ∈ Mn,n(R) íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëèçóåìîé â êëàññå âåùåñòâåííûõ ìàòðèö,

åñëè íàéäåòñÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà X ∈ Mn,n(R) òàêàÿ, ÷òî X−1AX = B, ãäå ìàòðèöà

B äèàãîíàëüíà:

B =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 .

• Ìàòðèöà A ∈ Mn,n(C) íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëèçóåìîé â êëàññå êîìïëåêñíûõ ìàòðèö,

åñëè íàéäåòñÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà X ∈ Mn,n(C) òàêàÿ, ÷òî X−1AX = B, ãäå ìàòðèöà

B äèàãîíàëüíà.

Ïðèìåð. Ìàòðèöà A =

(
0 1
0 0

)
íåäèàãîíàëèçóåìà. Â ñàìîì äåëå, íåòðóäíî ïðîâåðèòü ðàâåí-

ñòâî dA(λ) = λ2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåB =

(
λ1 0
0 λ2

)
.

Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ìàòðèö A è B ñîâïàäàþò, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(λ − λ1)(λ − λ2) ≡ λ2, à ïîòîìó λ1 + λ2 = λ1λ2 = 0, è çíà÷èò λ1 = λ2 = 0. Òàêèì îáðàçîì

B = O, à òîãäà è A = O, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü A : Cn → Cn � ëèíåéíûé îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé A ∈ Mn,n(C);

σ(A) :=

µ1, µ2, . . . µp

σ1, σ2, . . . σp

τ1, τ2, . . . τp


� ñïåêòð îïåðàòîðà A. Òîãäà
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1) Ìàòðèöà A äèàãîíàëèçóåìà â êëàññå êîìïëåêñíûõ ìàòðèö, åñëè è òîëüêî åñëè ñïðà-

âåäëèâû ðàâåíñòâà σ1 = τ1, σ2 = τ2, . . . , σp = τp.

2) Åñëè {f⃗k}nk=1 � ñîáñòâåííûé áàçèñ îïåðàòîðà A, Af⃗k = λkf⃗k, k = 1, . . . , n, è ìàòðèöà X

ñîñòàâëåíà èç âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ {f⃗k}nk=1: X = (f⃗1 . . . f⃗n), òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

X−1AX =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 . (+)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íà÷íåì ñî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

ðàâåíñòâà Af⃗k = λkf⃗k, k = 1, . . . , n, ýêâèâàëåíòíû ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó

AX =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

X. (∗)

Ïðè ýòîì ìàòðèöà X îáðàòèìà, ò.ê. åå ñòîëáöû îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð.

Òàêèì îáðàçîì èç ðàâåíñòâà (∗) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå (+).

2) Ïåðåéäåì ê ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû. Åñëè ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà σ1 = τ1,

σ2 = τ2, . . . , σp = τp, òî ïî òåîðåìå 4.16 îïåðàòîð A îáëàäàåò ñîáñòâåííûì áàçèñîì, à

çíà÷èò (ïî äîêàçàííîìó âûøå) ìàòðèöà A äèàãîíàëèçóåòñÿ.

Îáðàòíî, åñëè ìàòðèöà A äèàãîíàëèçóåòñÿ, òî íàéäåòñÿ ìàòðèöà X = (f⃗1 . . . f⃗n)

òàêàÿ, ÷òî

X−1AX =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 ,

èëè â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

AX =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

X.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâàì Af⃗k = λkf⃗k, k = 1, . . . , n, ÷òî îçíà÷àåò

íàëè÷èå ñîáñòâåííîãî áàçèñà ó îïåðàòîðà A, ÷òî (ïî òåîðåìå 4.16) âëå÷åò ðàâåíñòâà

σ1 = τ1, σ2 = τ2, . . . , σp = τp.

�

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü A : Rn → Rn � ëèíåéíûé îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé A ∈ Mn,n(R);

σ(A) :=

µ1, µ2, . . . µp

σ1, σ2, . . . σp

τ1, τ2, . . . τp


� ñïåêòð îïåðàòîðà A. Òîãäà

1) Ìàòðèöà A äèàãîíàëèçóåìà â êëàññå âåùåñòâåííûõ ìàòðèö, åñëè è òîëüêî åñëè ñïðà-

âåäëèâû ðàâåíñòâà σ1 = τ1, σ2 = τ2, . . . , σp = τp.
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2) Åñëè {f⃗k}nk=1 � ñîáñòâåííûé áàçèñ îïåðàòîðà A, Af⃗k = λkf⃗k, k = 1, . . . , n, è ìàòðèöà X

ñîñòàâëåíà èç âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ {f⃗k}nk=1: X = (f⃗1 . . . f⃗n), òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

X−1AX =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.4 áóêâàëüíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

5.3 (áåç âñÿêèõ èçìåíåíèé). �

Ãëàâà V. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà.

�1. Âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

1. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà âåùåñòâåííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Îïð. Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R; ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà îïåðàöèÿ

ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ x, y ∈ E âåùåñòâåííîå ÷èñëî (x, y) ∈ R. Ýòó îïåðàöèþ

áóäåì íàçûâàòü ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì.

1) Ïðè âñåõ x ∈ E (x, x) > 0; (x, x) = 0 åñëè è òîëüêî åñëè x = O.

2) Ïðè âñåõ x, y ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (x, y) = (y, x).

3) Ïðè âñåõ x, y, z ∈ E, α ∈ R âåðíû ðàâåíñòâà

(x+ y, z) = (x, z) + (y, z), (z, x+ y) = (z, x) + (z, y);

(αx, y) = (x, αy) = α(x, y).

Âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî E, ñ çàäàííûì â íåì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, íàçû-

âàþò âåùåñòâåííûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Òðåáîâàíèÿ (1) � (3) ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâå-

äåíèþ íàçûâàþò àêñèîìàìè âåùåñòâåííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Îáîçíà÷åíèå. Åñëè ìû íå õîòèì óêàçûâàòü êîíêðåòíûå àðãóìåíòû â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäå-

íèè, ìû áóäåì ïèñàòü òàê (·, ·).

Ñâîéñòâà.

1) (αx1 + βx2, γy1 + δy2) = αγ(x1, y1) + αδ(x1, y2) + βγ(x2, y1) + βδ(x2, y2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òðåòüåé àêñèîìû. �

2) (
n∑

k=1

αkxk,
m∑
l=1

βlyl) =
n∑

k=1

m∑
l=1

αkβl(xk, yl).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè. �

3) Ïðè âñåõ x, y ∈ E (x,O) = (O, y) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(x,O) = (x, 0 ·O) = 0(x,O) = 0.

�
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Ïðèìåðû.

1) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíà òî÷êà O; E = E3 � ïðîñòðàíñòâî ðàäèóñ-âåêòîðîâ ñ

íà÷àëîì â òî÷êå O; (x⃗, y⃗) = |x⃗||y⃗| cosφ, ãäå φ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x⃗ è y⃗. Òîãäà

(·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â E = E3.

2) Â ïðîñòðàíñòâå Rn îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâåíñòâîì

(x⃗, y⃗) = y⃗tx⃗ =

n∑
k=1

xkyk, x⃗ =


x1

x2

...
xn

 , y⃗ =


y1
y2
...
yn

 ∈ Rn.

Óïð. Ïðîâåðüòå, ÷òî âñå àêñèîìû åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíû.

3) Ïóñòü E = Rn � ñòàíäàðòíîå âåùåñòâåííîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî; çàäàíû ïî-

ëîæèòåëüíûå ÷èñëà {qj}nj=1; îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâåíñòâîì

(x⃗, y⃗) =

n∑
k=1

qkxkyk, x⃗ =


x1

x2

...
xn

 , y⃗ =


y1
y2
...
yn

 ∈ Rn.

Óïð. Ïðîâåðüòå, ÷òî âñå àêñèîìû åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíû.

4) Ïóñòü E = Mm,n(R) � ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö, (A,B) = TrBtA, A,B ∈ E; òîãäà (·, ·) �

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

5) Ïóñòü E = C([a, b] → R) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöìé; (f, g) =
∫ b

a
f(t)g(t)dt,

f, g ∈ E. Òîãäà (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

2. Íîðìà âåêòîðà, óãîë ìåæäó âåêòîðàìè â âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà è íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà.

Îïð. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·).

Íîðìîé (äëèíîé) âåêòîðà x ∈ E íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ∥x∥ :=
√
(x, x) .

Ñâîéñòâà.

1) Ïðè âñåõ x ∈ E ñïðàâåäëèâî ∥x∥ > 0; ïðè ýòîì ∥x∥ = 0 ⇔ x = O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå ñâîéñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ïåðâîé àêñèîìû âå-

ùåñòâåííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. �

2) Ïðè âñåõ x ∈ E, α ∈ R âåðíî ðàâåíñòâî ∥αx∥ = |α|∥x∥.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∥αx∥ =
√
(αx, αx) =

√
α2(x, x) = |α|

√
(x, x) .

�

3) Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà:

|(x, y)| 6 ∥x∥∥y∥, x, y ∈ E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x = O èëè y = O, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî (îáå ÷àñòè íåðà-

âåíñòâà îáðàùàþòñÿ â íîëü).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû x, y íå ðàâíû íóëþ. Ñïðàâåäëèâû î÷åâèäíûå ñîîòíî-

øåíèÿ:

0 6 (x+ ty, x+ ty) = t2(y, y) + 2t(x, y) + (x, x) = t2∥y∥2 + 2t(x, y) + ∥x∥2, t ∈ R.

Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí t2∥y∥2 + 2t(x, y) + ∥x∥2 èìååò íå áîëåå îäíîãî

êîðíÿ, à ïîòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé äåñêðèìèíàíò íå ïðåâîñõîäèò íóëÿ:

D/4 = (x, y)2 − ∥x∥2∥y∥2 6 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåì â âèäå

(x, y)2 6 ∥x∥2∥y∥2,

÷òî ýêâèâàëåíòíî òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó. �

4) Ñïðàâåäëèâî (ïåðâîå) íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà:

∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥, x, y ∈ E.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∥x+ y∥2 = (x+ y, x+ y) = ∥x∥2 + 2(x, y) + ∥y∥2 6

6 ∥x∥2 + 2|(x, y)|+ ∥y∥2 6 ∥x∥2 + 2∥x∥∥y∥+ ∥y∥2 = (∥x∥+ ∥y∥)2.

�

5) Ñïðàâåäëèâî âòîðîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà:∣∣∥x∥ − ∥y∥
∣∣ 6 ∥x− y∥, x, y ∈ E.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∥x∥ = ∥x− y + y∥ 6 ∥x− y∥+ ∥y∥ ⇒ ∥x∥ − ∥y∥ 6 ∥x− y∥
∥y∥ = ∥y − x+ x∥ 6 ∥y − x∥+ ∥x∥ ⇒ ∥y∥ − ∥x∥ 6 ∥x− y∥

}
⇒

∣∣∥x∥ − ∥y∥
∣∣ 6 ∥x− y∥.

�

Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü óãîë ìåæäó âåêòîðàìè âåùå-

ñòâåííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Áîëåå òî÷íî, äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x, y ∈ E\{O} ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣ (x, y)

∥x∥∥y∥

∣∣∣∣ 6 1.

Îïð. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, óãëîì ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè

x, y ∈ E íàçûâàåòñÿ óãîë φ ∈ [0, π], óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ

cosφ =
(x, y)

∥x∥∥y∥
.

Ïðèìåð. Îïðåäåëèòü íîðìû, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è óãîë äëÿ ôóíêöèé f, g ∈ C([0, 1]),

ãäå f(t) = 1− t, g(t) = t2.

Ðåøåíèå.

(f, f) =

1∫
0

(1− t)2dt =

1∫
0

τ2dτ = 1/3, ∥f∥ = 1/
√
3;

(g, g) =

1∫
0

t4dt = 1/5, ∥g∥ = 1/
√
5;



8

(f, g) =

1∫
0

(1− t)t2dt =

1∫
0

(t2 − t3)dt =
1

3
− 1

4
=

1

12
;

cosφ =

√
15

12
.

�


