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�ëáè ï  «£¥¡à .� ¤ ç¨ ª íª§ ¬¥­ã ¢® ¢â®à®¬ á¥¬¥áâà¥(ãá¨«¥­­ë© ¯®â®ª)� â¥à¨ «, ª®â®àë© ¢ë­®á¨âáï ­  íª§ ¬¥­ ¯® ªãàáã "�ëáè ï «£¥¡à " ¢® ¢â®à®¬ á¥¬¥áâà¥, á®¤¥à¦¨â à §¤¥«ë "�¨­¥©­ë¥ ¨ ¡¨-«¨­¥©­ë¥ ä®à¬ë", "�¢ª«¨¤®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢  (¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ¨ ª®¬-¯«¥ªá­ë¥)", "�¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë ¢ ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ å","�®à¤ ­®¢  ­®à¬ «ì­ ï ä®à¬  ¤«ï «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à ".� ¯à®£à ¬¬ã ªãàá  ¢® ¢â®à®¬ á¥¬¥áâà¥ ¢å®¤ïâ â ª¦¥ à §¤¥-«ë "�¡é¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ áâàãªâãàë", "�¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ ","�¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë". �â®â ¬ â¥à¨ « ¢ë­®á¨âáï ­  ª®««®ª¢¨ã¬.�®¯à®áë ¨ § ¤ ç¨ ª ª®««®ª¢¨ã¬ã ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ ¯®á®¡¨¨ [1].�à¥¤« £ ¥¬®¥ ¯®á®¡¨¥ á®¤¥à¦¨â ­ ¡®à â¨¯®¢ëå § ¤ ç, ¯à¥¤« -£ ¥¬ëå áâã¤¥­â ¬ ­  íª§ ¬¥­¥, á ®¡à §æ ¬¨ à¥è¥­¨© ¨ ª®¬¬¥­â -à¨ï¬¨. � ¤ ç¨ à §¤¥«¥­ë ¯® â¥¬ ¬. �à¨ íâ®¬ ­ã¬¥à æ¨ï § ¤ ç	 áª¢®§­ ï. � ¤ ç¨ ¨¬¥îâ à §­ë© ãà®¢¥­ì á«®¦­®áâ¨. � áª®¡ª åãª § ­  á«®¦­®áâì § ¤ ç¨ ¯® ¤¥áïâ¨¡ «ì­®© èª «¥.�­ ç «¥ ¯à¨¢¥¤¥­ á¯¨á®ª â¥®à¥â¨ç¥áª¨å ¢®¯à®á®¢, ª®â®àë¥ ¢ë-­®áïâáï ­  íª§ ¬¥­. �®¯à®áë ª íª§ ¬¥­ã1. �¨­¥©­ë¥ ä®à¬ë. �¢®©áâ¢¥­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �¢®©áâ¢¥­­ë¥¡ §¨áë.2. �â®à®¥ ¤¢®©áâ¢¥­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.3. �à¥®¡à §®¢ ­¨ï ¤¢®©áâ¢¥­­ëå ¡ §¨á®¢ ¨ ª®®à¤¨­ â ¢ E 0. �à¥-®¡à §®¢ ­¨ï ¨§®¡à ¦ îé¨å ¬ âà¨æ ®¯¥à â®à®¢ ¨§ E 0 ¢ E0; ¨§E ¢ E 0; ¨§ E0 ¢ E.4. �¨«¨­¥©­ ï ä®à¬ . �¯à¥¤¥«¥­¨¥, ¯à¨¬¥àë. �à®áâà ­áâ¢® ¡¨-«¨­¥©­ëå ä®à¬.5. �¯¥à â®à ¡¨«¨­¥©­®© ä®à¬ë. �§®¡à ¦ îé ï ¬ âà¨æ  ¡¨«¨-­¥©­®© ä®à¬ë. �à¥®¡à §®¢ ­¨¥ ¨§®¡à ¦ îé¨å ¬ âà¨æ ¡¨«¨-­¥©­®© ä®à¬ë.6. �¤à® ¨ à ­£ ¡¨«¨­¥©­®© ä®à¬ë. �à ­á¯®­¨à®¢ ­­ ï ä®à¬ .�¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ ¨  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ ¡¨«¨­¥©­ë¥ ä®à¬ë.7. �¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬ . �à¨¢¥¤¥­¨¥ ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë ª áã¬-¬¥ ª¢ ¤à â®¢ (ª®¬¯«¥ªá­ë© á«ãç ©).-3-



8. �à¨¢¥¤¥­¨¥ ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë ª áã¬¬¥ ª¢ ¤à â®¢ (¢¥é¥-áâ¢¥­­ë© á«ãç ©). � ª®­ ¨­¥àæ¨¨ ª¢ ¤à â¨ç­ëå ä®à¬.9. �¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ¥¢ª«¨¤®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢ . �ª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥-­¨¥. �àâ®£®­ «ì­®áâì. �àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë¥ ¡ §¨áë. �§®¬®à-ä¨§¬ ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢.10. �¥à ¢¥­áâ¢® �®è¨. �¥à ¢¥­áâ¢® âà¥ã£®«ì­¨ª . �à®æ¥áá ®àâ®-£®­ «¨§ æ¨¨.11. �àâ®£®­ «ì­ ï áã¬¬  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¬ ¥¢ª«¨¤®-¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �àâ®£®­ «ì­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥.12. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥.�¨«¨­¥©­ ï ä®à¬  ®¯¥à â®à .13. �®¯àï¦¥­­ë© (âà ­á¯®­¨à®¢ ­­ë©) ®¯¥à â®à ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¬¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ ¨ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥®¯¥à â®àë.14. �§®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ®¯¥à â®àë ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®-áâà ­áâ¢¥.15. �®¬¯«¥ªá­ë¥ ¥¢ª«¨¤®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢ . �ª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥-­¨¥. �àâ®£®­ «ì­®áâì. �àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë¥ ¡ §¨áë. �§®¬®à-ä¨§¬ ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢.16. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë ¢ ª®¬¯«¥ªá­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥.�®«ãâ®à «¨­¥©­ ï ä®à¬  ®¯¥à â®à .17. �®¯àï¦¥­­ë© ®¯¥à â®à. �¥®à¥¬  ®¡ ®¡à §¥ ®¯¥à â®à  ¨ ï¤à¥á®¯àï¦¥­­®£® ®¯¥à â®à .18. � ¬®á®¯àï¦¥­­ë¥ ®¯¥à â®àë.19. �­¨â à­ë¥ ®¯¥à â®àë.20. �¨ £®­ «¨§ æ¨ï á ¬®á®¯àï¦¥­­®£® ®¯¥à â®à . �¨ £®­ «¨§ æ¨ïíà¬¨â®¢®© ¬ âà¨æë.21. �¨ £®­ «¨§ æ¨ï ã­¨â à­®£® ®¯¥à â®à . �¨ £®­ «¨§ æ¨ï ã­¨-â à­®© ¬ âà¨æë.22. �à¨¢¥¤¥­¨¥ ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë ª áã¬¬¥ ª¢ ¤à â®¢ ®àâ®£®-­ «ì­ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬. �à¨¬¥­¥­¨¥ ª ¯®¢¥àå­®áâï¬ ¢â®à®£®¯®àï¤ª .23. �« áá¨ä¨ª æ¨ï ¯®¢¥àå­®áâ¥© ¢â®à®£® ¯®àï¤ª .24. �¡®¡é¥­­ ï § ¤ ç  ­  á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï.25. �à¨¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå ª¢ ¤à â¨ç­ëå ä®à¬ ª áã¬¬¥ ª¢ ¤à â®¢.26. �®­ïâ¨¥ ® ¦®à¤ ­®¢®© ­®à¬ «ì­®© ä®à¬¥.27. �¥®à¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¯® ª®à­¥¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ ¬.-4-



28. �®à¤ ­®¢  ­®à¬ «ì­ ï ä®à¬  ¤«ï ­¨«ì¯®â¥­â­®£® ®¯¥à â®à .� ¤ ç¨ ª íª§ ¬¥­ã�¥¬  1. �¨­¥©­ë¥ ¨ ¡¨«¨­¥©­ë¥ ä®à¬ë� ¤ ç  1. (8 ¡ ««®¢). � ¯à®áâà ­áâ¢¥ E = Òn ¬­®£®ç«¥­®¢ áâ¥¯¥­¨­¥ ¢ëè¥ n (á ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨) à áá¬®âà¨¬ «¨­¥©-­ë¥ ä®à¬ë gk, k = 0; 1; . . . ; n, á®¯®áâ ¢«ïîé¨¥ ¬­®£®ç«¥­ã P (x) ¥£®§­ ç¥­¨¥ ¢ â®çª¥ x = k: gk(P ) = P (k):�®ª ¦¨â¥, çâ® ä®à¬ë g0; g1; . . . ; gn ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¢ ¤¢®©áâ¢¥­­®¬¯à®áâà ­áâ¢¥ E 0 ¨ ­ ©¤¨â¥ ¡ §¨á P0; P1; . . . ; Pn ¢ E, ª ª®â®à®¬ã ¡ §¨ág0; g1; . . . ; gn ï¢«ï¥âáï ¤¢®©áâ¢¥­­ë¬.� ¤ ç  2. (8 ¡ ««®¢). � ¯à®áâà ­áâ¢¥ E = Òn ¬­®£®ç«¥­®¢ áâ¥¯¥­¨ ­¥¢ëè¥ n (á ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨) à áá¬®âà¨¬ «¨­¥©­ë¥ä®à¬ë gk, k = 0; 1; . . . ; n, á®¯®áâ ¢«ïîé¨¥ ¬­®£®ç«¥­ã P (x) §­ ç¥­¨¥¥£® ¯à®¨§¢®¤­®© ¯®àï¤ª  k ¢ â®çª¥ x = 0:gk(P ) = dkPdxk jx=0:�®ª ¦¨â¥, çâ® ä®à¬ë g0; g1; . . . ; gn ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¢ ¤¢®©áâ¢¥­­®¬¯à®áâà ­áâ¢¥ E 0 ¨ ­ ©¤¨â¥ ¡ §¨á P0; P1; . . . ; Pn ¢ E, ª ª®â®à®¬ã ¡ §¨ág0; g1; . . . ; gn ï¢«ï¥âáï ¤¢®©áâ¢¥­­ë¬.� ¤ ç  3. (9 ¡ ««®¢). � ¯à®áâà ­áâ¢¥ E = Òn ¬­®£®ç«¥­®¢ áâ¥¯¥­¨ ­¥¢ëè¥ n (á ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨) à áá¬®âà¨¬ «¨­¥©­ë¥ä®à¬ë gk, k = 0; 1; . . . ; n, á®¯®áâ ¢«ïîé¨¥ ¬­®£®ç«¥­ã P (x) §­ ç¥­¨¥¨­â¥£à «  ®â P (x) ¯® ¯à®¬¥¦ãâªã [0; k + 1]:gk(P ) = k+1Z0 P (x) dx: (1)�®ª ¦¨â¥, çâ® ä®à¬ë g0; g1; . . . ; gn ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¢ ¤¢®©áâ¢¥­­®¬¯à®áâà ­áâ¢¥ E 0. -5-



� ¤ ç  4. (7 ¡ ««®¢.) �«ï á«¥¤ãîé¥© ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë ¢ R3Q(x) = x21 + 4x22 + x23 + 2�x1x2 + 10x1x3 + 6x2x3®¯à¥¤¥«¨âì ¨­¤¥ªáë ¨­¥àæ¨¨ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â §­ ç¥­¨© ¯ à ¬¥âà �.� ¤ ç  5. (7 ¡ ««®¢.) �«ï á«¥¤ãîé¥© ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë ¢ R3Q(x) = �x21 � 2x22 � 3x23 + 2x1x2 � 2x1x3 + 2x2x3®¯à¥¤¥«¨âì ¨­¤¥ªáë ¨­¥àæ¨¨ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â §­ ç¥­¨© ¯ à ¬¥âà �.� ¤ ç  6. (7 ¡ ««®¢.) � Rn (n � 2) à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª¢ ¤à â¨ç­ ïä®à¬  Q(x) = nXi;j=1 qijxixj; qij = qji 2 R:�®ª § âì, çâ® ¤«ï ¯®«®¦¨â¥«ì­®© ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ íâ®© ä®à¬ë ãá«®-¢¨¥ qjj > 0, j = 1; . . . ; n, ï¢«ï¥âáï ­¥®¡å®¤¨¬ë¬, ­® ­¥ ¤®áâ â®ç­ë¬.� ¤ ç  7. (8 ¡ ««®¢.) � ©â¨ ¨­¤¥ªáë ¨­¥àæ¨¨ ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ëQ(x) = Trx2 ¢ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Mn, ®¡à §®¢ ­­®¬ (n � n)-¬ âà¨æ ¬¨ á ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨.�¥¬  2. �¢ª«¨¤®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢ � ¤ ç  8. (4 ¡ «« .) �®ª § âì, çâ® ®àâ®£®­ «ì­ ï ¯à®¥ªæ¨ï à¥¡à n-¬¥à­®£® ªã¡  (¢ Rn) ­  ¥£® ¤¨ £®­ «ì à ¢­  1=n ¤«¨­ë ¤¨ £®­ «¨.� ¤ ç  9. (7 ¡ ««®¢.) �ãáâì E 	 n-¬¥à­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­-áâ¢® ­ ¤ ¯®«¥¬ R, ¨ Q(x;y) 	 á¨¬¬¥âà¨ç­ ï ¡¨«¨­¥©­ ï ä®à¬ á ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨­¥àæ¨¨ n+ = n, n� = 0. �®ª § âì, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®­¥à ¢¥­áâ¢®pQ(x+ y;x+ y) �pQ(x;x) +pQ(y;y); 8x;y 2 E;¯à¨ç¥¬ à ¢¥­áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï â¥å ¨ â®«ìª® â¥å ¢¥ªâ®à®¢ x, y,¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«­¥­® �x = �y ¯à¨ ­¥ª®â®àëå ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëåç¨á« å �, �, ®¤­®¢à¥¬¥­­® ­¥ à ¢­ëå ­ã«î.-6-



� ¤ ç  10. (7 ¡ ««®¢.) �ãáâì E = Mn 	 ª®¬¯«¥ªá­®¥ ¥¢ª«¨¤®¢®¯à®áâà ­áâ¢® (n � n)-¬ âà¨æ (á ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨) á® áª -«ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ (a; b) = Tr ab�. �ãáâì F = fa 2Mn : Tr a = 0g	 ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¬ âà¨æ á ­ã«¥¢ë¬ á«¥¤®¬. � ©â¨ ®àâ®£®­ «ì­®¥¤®¯®«­¥­¨¥ F?.� ¤ ç  11. (7 ¡ ««®¢.) �ãáâì E = Mn 	 ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ ¥¢ª«¨¤®¢®¯à®áâà ­áâ¢® (n� n)-¬ âà¨æ (á ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨) á® áª -«ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ (a; b) = Tr abt. �ãáâì F 	 ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ¬ âà¨æ. � ©â¨ ®àâ®£®­ «ì­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ F?.� ¤ ç  12. (7 ¡ ««®¢.) �ãáâì f1; . . . ; fk 	 ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ ï á¨áâ¥-¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¢ Rn. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® x 2 Rn á¯à ¢¥¤«¨¢®­¥à ¢¥­áâ¢® �¥áá¥«ï kXj=1 (x; fj)2 � kxk2:�¥à ¢¥­áâ¢® ®¡à é ¥âáï ¢ à ¢¥­áâ¢® (à ¢¥­áâ¢® � àá¥¢ «ï) ¤«ï «î-¡®£® x 2 Rn â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  k = n, â. ¥. á¨áâ¥¬  f1; . . . ; fn®¡à §ã¥â ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á ¢ Rn .� ¤ ç  13. (7 ¡ ««®¢.) �ãáâì x;y 2 Rn, x 6= 0, y 6= 0. �®ª § âì, çâ®a) x = �y, £¤¥ � > 0, â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ã£®« ¬¥¦¤ã x¨ y à ¢¥­ ­ã«î.¡) x = �y, £¤¥ � < 0, â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ã£®« ¬¥¦¤ã x¨ y à ¢¥­ �.� ¤ ç  14. (8 ¡ ««®¢.) �ãáâì F 	 ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢¥é¥áâ¢¥­­®£®¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  E . �ãáâì 0 6= x 2 E, ¯à¨ç¥¬ x 6? F . �ãáâìx = y + z, £¤¥ y 2 F , z 2 F?. �®ª § âì, çâ® ¨§ ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  F ­ ¨¬¥­ìè¨© ã£®« á x ®¡à §ã¥â ¢¥ªâ®à y, ¯à¨ç¥¬à ¢¥­áâ¢® cos(x;y) = cos(x;y0), £¤¥ 0 6= y0 2 F , ¢ë¯®«­ï¥âáï â®£¤  ¨â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  y0 = �y á ­¥ª®â®àë¬ � > 0.� ¤ ç  15. (10 ¡ ««®¢.) �ãáâì Òn 	 ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®-áâà ­áâ¢® ¯®«¨­®¬®¢ áâ¥¯¥­¨ � n (á ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­-â ¬¨) ­  ®âà¥§ª¥ [�1; 1]. �ª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¯®«¨­®¬®¢ P (t)¨ Q(t) § ¤ ­® ä®à¬ã«®© (P;Q) = R 1�1 P (t)Q(t) dt. �à®¢¥àìâ¥, çâ®¯®«¨­®¬ë �¥¦ ­¤à , § ¤ ­­ë¥ ä®à¬ã« ¬¨P0(t) = 1; Pk(t) = 12kk! dkdtk [(t2 � 1)k]; k = 1; . . . ; n;-7-



®¡à §ãîâ ®àâ®£®­ «ì­ë© ¡ §¨á ¯à®áâà ­áâ¢  Òn. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨®àâ®£®­ «¨§ æ¨¨ á¨áâ¥¬ë 1; t; t2; . . . ; tn ¯®«ãç¨âáï ¡ §¨á, ®â«¨ç î-é¨©áï ®â ¯®«¨­®¬®¢ �¥¦ ­¤à  «¨èì ¬­®¦¨â¥«ï¬¨.� ¤ ç  16. (8 ¡ ««®¢.) � R4 ­ ©â¨ ã£®« ¬¥¦¤ã ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨F ¨ G, £¤¥ F = Lfe1;e2g, G = Lfg1;g2g,e1 = 0B@ 10001CA ; e2 = 0B@ 01001CA ; g1 = 0B@ 11111CA ; g2 = 0B@ 2�252 1CA :�¥¬  3. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë ¢ ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ å� ¤ ç  17. (8 ¡ ««®¢.) �ãáâì E 	 n-¬¥à­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®­ ¤ ¯®«¥¬ C, A	 «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à ¢ E, Q(x;y)	 ¯®«ãâ®à «¨­¥©-­ ï íà¬¨â®¢  ä®à¬ , ¯à¨ç¥¬ Q(x;x) 	 ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­ ï.�®ª § âì, çâ® ¥á«¨ Q(Ax;x) = 0 ¯à¨ «î¡®¬ x 2 E, â® A 	 ­ã«¥¢®©®¯¥à â®à. �¥à­® «¨  ­ «®£¨ç­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ¥á«¨ E 	 n-¬¥à­®¥«¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ ¯®«¥¬ R ¨ Q(x;y) 	 á¨¬¬¥âà¨ç­ ï ¡¨-«¨­¥©­ ï ä®à¬  á ¨­¤¥ªá ¬¨ n+ = n, n� = 0 ?� ¤ ç  18. (6 ¡ ««®¢.) � ª®¬¯«¥ªá­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Mn(n � n)-¬ âà¨æ (á ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨) á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§-¢¥¤¥­¨¥¬ (x; y) = Trxy� ¤®ª § âì á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢ : a) ¢áïª ïã­¨â à­ ï ¬ âà¨æ  ¨¬¥¥â ­®à¬ã, à ¢­ãî pn; b) «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®àA ¢ Mn, § ¤ ­­ë© ã¬­®¦¥­¨¥¬ ­  ã­¨â à­ãî ¬ âà¨æã u: Ax = ux,x 2Mn, ï¢«ï¥âáï ã­¨â à­ë¬ ®¯¥à â®à®¬.� ¤ ç  19. (6 ¡ ««®¢.) � ª®¬¯«¥ªá­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Mn(n � n)-¬ âà¨æ (á ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨) á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§-¢¥¤¥­¨¥¬ (x; y) = Trxy� § ¤ ­ ®¯¥à â®à A ã¬­®¦¥­¨ï ­  ¬ âà¨æãa 2 Mn: Ax = ax, x 2 Mn, ¨ ®¯¥à â®à B ã¬­®¦¥­¨ï ­  íà¬¨â®¢®á®¯àï¦¥­­ãî ¬ âà¨æã b = a�: Bx = bx, x 2 Mn . �®ª § âì, çâ®B = A�.� ¤ ç  20. (7 ¡ ««®¢.) �ãáâì E 	 ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà ­-áâ¢® âà¨£®­®¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯®«¨­®¬®¢ áâ¥¯¥­¨ � n (â. ¥., äã­ªæ¨©¢¨¤  f (t) = a0 + a1 cos t+ b1 sin t+ . . . + an cosnt+ bn sinnt-8-



á ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨). �ª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ § ¤ -­® ä®à¬ã«®© (f; g) = 1� �Z�� f (t)g(t) dt:�à®¢¥à¨âì, çâ® ®¯¥à â®à A = d2dt2á¨¬¬¥âà¨ç¥­ ¢ E ¨ ¤®ª § âì, çâ® á¨áâ¥¬  äã­ªæ¨©1p2 ; cos t; sin t; . . . ; cosnt; sinnt®¡à §ã¥â ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© á®¡áâ¢¥­­ë© ¡ §¨á ¤«ï ®¯¥à â®à  A.� ¤ ç  21. (7 ¡ ««®¢.) � ¢¥é¥áâ¢¥­­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Òn¯®«¨­®¬®¢ áâ¥¯¥­¨ � n, § ¤ ­­ëå ­  ®âà¥§ª¥ [�1; 1], á® áª «ïà­ë¬¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ (P;Q) = 1Z�1 P (t)Q(t) dt;à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ®¯¥à â®à A, § ¤ ­­ë© á®®â­®è¥­¨¥¬(AP )(t) = (t2 � 1)P 00(t) + 2tP 0(t):�à®¢¥àìâ¥, çâ® ®¯¥à â®à A á¨¬¬¥âà¨ç¥­.� ¤ ç  22. (7 ¡ ««®¢.) �ãáâì A 	 á ¬®á®¯àï¦¥­­ë© ­¥®âà¨æ â¥«ì-­ë© ®¯¥à â®à ¢ ª®¬¯«¥ªá­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ E . �®ª § âì,çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© á ¬®á®¯àï¦¥­­ë© ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë© ®¯¥à â®àB, çâ® ¢ë¯®«­¥­® B2 = A. �®ª § âì, çâ® B ¯®«®¦¨â¥«¥­ â®£¤  ¨â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  A ¯®«®¦¨â¥«¥­.� ¤ ç  23. (9 ¡ ««®¢.) �ãáâì A ¨ B 	 á ¬®á®¯àï¦¥­­ë¥ ­¥®âà¨-æ â¥«ì­ë¥ ®¯¥à â®àë ¢ ª®¬¯«¥ªá­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ E,¯à¨ç¥¬ ®¯¥à â®à B ®¡à â¨¬. �®ª § âì, çâ® á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï®¯¥à â®à  AB ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë.� ¤ ç  24. (8 ¡ ««®¢.) �ãáâì ­¥­ã«¥¢ë¥ ¢¥ªâ®àë x ¨ y ¢ ª®¬¯«¥ªá­®¬¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ E ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ãî ­®à¬ã: kxk = kyk.-9-



�®ª § âì, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ã­¨â à­ë© ®¯¥à â®à U ¢ E, ¯¥à¥¢®¤ïé¨©x ¢ y: Ux = y.� ¤ ç  25. (10 ¡ ««®¢.) �ãáâì A 	 á ¬®á®¯àï¦¥­­ë© ®¯¥à â®à¢ ª®¬¯«¥ªá­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ E. �®ª § âì á«¥¤ãîé¨¥á¢®©áâ¢ :a) ®¯¥à â®à A� iI ®¡à â¨¬;b) ®¯¥à â®à B = (A� iI)�1(A+ iI) ã­¨â à¥­;c) ®¯¥à â®à B � I ®¡à â¨¬;d) ¢ë¯®«­¥­® â®¦¤¥áâ¢® A = i(B � I)�1(B + I).� ¤ ç  26. (9 ¡ ««®¢.) �ãáâì A ¨ B 	 á ¬®á®¯àï¦¥­­ë¥ ®¯¥à -â®àë ¢ ª®¬¯«¥ªá­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ E, ¯à¨ç¥¬ ®¯¥à â®àA ¯®«®¦¨â¥«¥­. �®ª § âì, çâ® á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ®¯¥à â®à  AB¢¥é¥áâ¢¥­­ë,   á ¬ ®¯¥à â®à AB ¤¨ £®­ «¨§ã¥¬.� ¤ ç  27. (8 ¡ ««®¢.) �ãáâì A 	 á ¬®á®¯àï¦¥­­ë© ®¯¥à â®à ¢ª®¬¯«¥ªá­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ E . �®ª § âì, çâ® á«¥¤ãîé¨¥á¢®©áâ¢  íª¢¨¢ «¥­â­ë:a) �j 2 [�;�] ¤«ï ¢á¥å á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© �j ®¯¥à â®à  A,b) ®¯¥à â®à A � �I ®âà¨æ â¥«¥­ ¯à¨ � > � ¨ ¯®«®¦¨â¥«¥­ ¯à¨� < �.� ¤ ç  28. (8 ¡ ««®¢.) �ãáâì A ¨ B 	 á ¬®á®¯àï¦¥­­ë¥ ¯®«®¦¨-â¥«ì­ë¥ ®¯¥à â®àë ¢ ª®¬¯«¥ªá­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ E, ¨¢ë¯®«­¥­® A = BC, £¤¥ C 	 ã­¨â à­ë© ®¯¥à â®à. �®ª § âì, çâ®C = I .� ¤ ç  29. (8 ¡ ««®¢.) �®ª § âì, çâ® ¢ à §«®¦¥­¨¨ A = BC ¤«ï«¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A ¢ ª®¬¯«¥ªá­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ E,£¤¥ B 	 á ¬®á®¯àï¦¥­­ë© ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë© ®¯¥à â®à ¨ C 	 ã­¨-â à­ë© ®¯¥à â®à (¯®«ïà­®¥ à §«®¦¥­¨¥), ®¯¥à â®à B ®¯à¥¤¥«ï¥âáï®¤­®§­ ç­® ¯® ®¯¥à â®àã A. � ©¤¨â¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï ®¯¥à â®à  B .� ¤ ç  30. (7 ¡ ««®¢.) �«ï «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A ¢ ª®¬¯«¥ªá­®¬¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ E ¤®ª § âì, çâ® ®¯¥à â®à A�A ­¥®âà¨æ -â¥«¥­. �à¨ íâ®¬ A�A ¯®«®¦¨â¥«¥­ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  A®¡à â¨¬. �¥¬  4. �®à¤ ­®¢  ­®à¬ «ì­ ï ä®à¬ � ¤ ç  31. (9 ¡ ««®¢.) �ãáâì A	 «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à ¢ ª®¬¯«¥ªá­®¬«¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ E . �ãáâì ¢ ¡ §¨á¥ e1;e2;e3 ®¯¥à â®à A ¨¬¥¥â-10-



¨§®¡à ¦ îéãî ¬ âà¨æã 0@ 4 �5 25 �7 36 �9 41A :�¯à¥¤¥«¨âì ¦®à¤ ­®¢ã ä®à¬ã íâ®© ¬ âà¨æë ¨ ­ ©â¨ ¦®à¤ ­®¢ ¡ -§¨á, â® ¥áâì â ª®© ¡ §¨á ¢ E, ¢ ª®â®à®¬ ¨§®¡à ¦ îé ï ¬ âà¨æ ®¯¥à â®à  A ¨¬¥¥â ¦®à¤ ­®¢ã ä®à¬ã.� ¤ ç  32. (9 ¡ ««®¢.) �ãáâì A	 «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à ¢ ª®¬¯«¥ªá­®¬«¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ E . �ãáâì ¢ ¡ §¨á¥ e1;e2;e3 ®¯¥à â®à A ¨¬¥¥â¨§®¡à ¦ îéãî ¬ âà¨æã 0@ 0 1 0�4 4 0�2 �1 21A :�¯à¥¤¥«¨âì ¦®à¤ ­®¢ã ä®à¬ã íâ®© ¬ âà¨æë ¨ ­ ©â¨ ¦®à¤ ­®¢ ¡ -§¨á, â® ¥áâì â ª®© ¡ §¨á ¢ E, ¢ ª®â®à®¬ ¨§®¡à ¦ îé ï ¬ âà¨æ ®¯¥à â®à  A ¨¬¥¥â ¦®à¤ ­®¢ã ä®à¬ã.�¡à §æë à¥è¥­¨©�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ 3. � §¬¥à­®áâì ¯à®áâà ­áâ¢  E = Òn ¬­®£®ç«¥­®¢áâ¥¯¥­¨ ­¥ ¢ëè¥ n à ¢­  n+1. �®áª®«ìªã dimE 0 = dimE (¤«ï «î¡®£®¯à®áâà ­áâ¢  E), â® dimE0 = n + 1. �ãáâì g0; g1; . . . ; gn 	 «¨­¥©­ë¥ä®à¬ë, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ à ¢¥­áâ¢®¬ (1). �®£¤  ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ â®£®, çâ® ä®à¬ë g0; g1; . . . ; gn ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¢ E 0, ¤®áâ â®ç­® ¯à®-¢¥à¨âì, çâ® íâ¨ ä®à¬ë «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë. �à¨à ¢­ï¥¬ ­ã«î«¨­¥©­ãî ª®¬¡¨­ æ¨î íâ¨å ä®à¬:�0g0 + �1g1 + . . . + �ngn = 0: (2)�à¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì, çâ®�0 = �1 = . . . = �n = 0: (3)�ãáâì P (x) = p0 + p1x + p2x2 + . . . + pnxn-11-



	 ­¥ª®â®àë© ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ ­¥ ¢ëè¥ n. �ëç¨á«¨¬ §­ ç¥­¨¥ä®à¬ë gk ­  ¬­®£®ç«¥­¥ P :gk(P ) = k+1Z0 P (x) dx = p0(k+1)+ p12 (k+1)2+ p23 (k+1)3+. . .+ pnn (k+1)n+1:(4)� ¢¥­áâ¢® (2) ®§­ ç ¥â, çâ®�0g0(P ) + �1g1(P ) + . . . + �ngn(P ) = 0 (5)¤«ï «î¡®£® ¬­®£®ç«¥­  P 2 Òn. �â® à ¢­®á¨«ì­® â®¬ã, çâ® (5)¢ë¯®«­¥­® ¤«ï ¢á¥å ¡ §¨á­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ Pj(x) = xj , j = 0;1; . . . ; n.� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á (4), ¨¬¥¥¬gk(Pj) = 1j + 1(k + 1)j+1:�®®â­®è¥­¨¥ (5) ¯à¨ P = Pj ¯¥à¥¯¨è¥âáï ¢ ¢¨¤¥1j + 1 ��0 + �12j+1 + . . . + �n(n+ 1)j+1� = 0:�¥à¥¡¨à ï j = 0; 1; . . . ; n; ¯®«ãç ¥¬, çâ® ç¨á«  �0; �1; . . . ; �n ã¤®¢«¥-â¢®àïîâ á«¥¤ãîé¥© ®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬¥ «¨­¥©­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨åãà ¢­¥­¨©: �0 + 2�1 + 3�2 + . . . + (n+ 1)�n = 0�0 + 22�1 + 32�2 + . . . + (n+ 1)2�n = 0:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::�0 + 2n�1 + 3n�2 + . . . + (n+ 1)n�n = 09>>>=>>>; (6)�¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¬ âà¨æë A, á®áâ ¢«¥­­®© ¨§ ª®íää¨æ¨¥­â®¢ íâ®© á¨-áâ¥¬ë, ¥áâì ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì � ­¤¥à¬®­¤ :detA = ������� 1 2 3 . . . (n+ 1)12 22 32 . . . (n+ 1)2. . . . . . . . . . . . . . .1n 2n 3n . . . (n+ 1)n ������� = Íj>i(j � i) 6= 0:-12-



(�¯à ¢  áâ®¨â ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ç¨á¥« (j � i), ¯à¨ç¥¬ ¨­¤¥ªáë i; j ¯à®-¡¥£ îâ §­ ç¥­¨ï i; j = 1;2; . . . ; n + 1 ¨ j > i. �®áª®«ìªã detA 6= 0,â® á¨áâ¥¬  (6) ¨¬¥¥â â®«ìª® âà¨¢¨ «ì­®¥ à¥è¥­¨¥. �â® ¤®ª §ë¢ ¥âà ¢¥­áâ¢  (3).�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ 4. � áá¬®âà¨¬ ª¢ ¤à â¨ç­ãî ä®à¬ãQ(x) = x21 + 4x22 + x23 + 2�x1x2 + 10x1x3 + 6x2x3:�à¨¢¥¤¥¬ ¥¥ ª áã¬¬¥ ª¢ ¤à â®¢ ¬¥â®¤®¬ ¢ë¤¥«¥­¨ï ¯®«­ëå ª¢ -¤à â®¢. �¤®¡­® ­ ç âì á "ª®­æ ", â. ¥. à áá¬®âà¥âì á­ ç «  ç«¥­ë,á®¤¥à¦ é¨¥ x3:x23 + 10x1x3 + 6x2x3 = (x23 + 10x1x3 + 6x2x3 + 25x21 + 9x22) � 25x21 � 9x22= (x3 + 5x1 + 3x2)2 � 25x21 � 9x22:�®£¤  Q(x) = (x3 + 5x1 + 3x2)2 � 24x21 � 5x22 + 2�x1x2:� «¥¥, ¯à¥®¡à §ã¥¬ ®áâ ¢è¨¥áï ç«¥­ë, á®¤¥à¦ é¨¥ x2:�5x22 + 2�x1x2 = �5�x22 � 2x2 � �x15 + �2x2125 �+ �2x215= �5�x2 � �x15 �2 + �2x215 :� ª¨¬ ®¡à §®¬,Q(x) = (x3 + 5x1 + 3x2)2 � 5�x2 � �x15 �2 + ��25 � 24�x21:�¥à¥©¤¥¬ ª ­®¢ë¬ ª®®à¤¨­ â ¬:y1 = x1y2 = x2 � �x15y3 = x3 + 5x1 + 3x29>>=>>;-13-



� íâ¨å ª®®à¤¨­ â å ¢ë¯®«­¥­®Q(x) = ��25 � 24� y21 � 5y22 + y23: (7)�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ n+ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ª®íää¨æ¨¥­-â®¢, ç¥à¥§ n� 	 ª®«¨ç¥áâ¢® ®âà¨æ â¥«ì­ëå ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¨ ç¥à¥§n0 	 ª®«¨ç¥áâ¢® ­ã«¥¢ëå ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¢ (7). �®£¤  ¯à¨ �2 > 120¢ë¯®«­¥­® n+ = 2, n� = 1, n0 = 0; ¥á«¨ �2 < 120, â® n+ = 1, n� = 2,n0 = 0. � ª®­¥æ, ¥á«¨ �2 = 120, â® n+ = n1 = n0 = 1.� á¨«ã § ª®­  ¨­¥àæ¨¨ ª¢ ¤à â¨ç­ëå ä®à¬, ç¨á«  n+, n� ­¥§ ¢¨áïâ ®â â®£®, ª ª¨¬ ¨¬¥­­® á¯®á®¡®¬ ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  ¡ë« ¯à¨¢¥¤¥­  ª áã¬¬¥ ª¢ ¤à â®¢. � ª ¨§¢¥áâ­®, n0 = n � r, £¤¥ n 	à §¬¥à­®áâì ¯à®áâà ­áâ¢ ,   r 	 à ­£ ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë. �¨á«®n0 â ª¦¥ ­¥ § ¢¨á¨â ®â á¯®á®¡  ¯à¨¢¥¤¥­¨ï ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë ªáã¬¬¥ ª¢ ¤à â®¢. �®íâ®¬ã «î¡®© ¤àã£®© á¯®á®¡ à¥è¥­¨ï ¯à¨¢¥¤¥âª â®¬ã ¦¥ á ¬®¬ã ®â¢¥âã.�â¢¥â. 1) �á«¨ � < �2p30 ¨«¨ � > 2p30, â® n+ = 2, n� = 1, n0 = 0.2) �á«¨ �2p30 < � < 2p30, â® n+ = 1, n� = 2, n0 = 0.3) �á«¨ � = �2p30, â® n+ = n1 = n0 = 1.�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ 14. �ãáâì F 	 ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢¥é¥áâ¢¥­­®£®¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  E . �ãáâì 0 6= x 2 E ¨ x 6? F . �ãáâì x = y+z,£¤¥ y 2 F , z 2 F?. �â¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ á¤¥« ­­ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïåy 6= 0. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ ' ã£®« ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ x ¨ y. � ¯®¬­¨¬,çâ® §  ã£®« ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ x ¨ y ¯à¨­¨¬ ¥âáï ã£®« ' â ª®©, çâ®0 � ' � � ¨ cos' = (x;y)kxkkyk :�®£¤  cos' = (y+ z;y)kxkkyk = kyk2kxkkyk = kykkxk :�ãáâì 0 6= y0 2 F ¨ '0 	 ã£®« ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ x ¨ y0. �®£¤ cos'0 = (x;y0)kxkky0k = (y + z;y0)kxkky0k = (y;y0)kxkky0k � kykky0kkxkky0k = kykkxk :-14-



� ª¨¬ ®¡à §®¬, cos'0 � cos':�®áª®«ìªã äã­ªæ¨ï cos t ¬®­®â®­­® ã¡ë¢ ¥â ­  ¯à®¬¥¦ãâª¥ t 2 [0; �],®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ' � '0.�ëïá­¨¬ â¥¯¥àì, ª®£¤  ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® cos'0 = cos'. �íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ë¯®«­¥­® (y;y0)kxkky0k = kykkxk ;â® ¥áâì (y;y0) = kykky0k: (8)�à¥¤áâ ¢¨¬ ¢¥ªâ®à y0 ¢ ¢¨¤¥y0 = �y + y?; y? ? y:�®£¤  (y;y0) = �kyk2. �®íâ®¬ã à ¢¥­áâ¢® (8) ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤�kyk2 = kyk(�2kyk2 + ky?k2)1=2: (9)�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® �2kyk2 = �2kyk2 + ky?k2:�«¥¤®¢ â¥«ì­®, y? = 0. �¥¯¥àì ¨§ (9) ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® � � 0,   ¯®-áª®«ìªã y0 = �y 6= 0, â® � > 0.�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ 21. � ¢¥é¥áâ¢¥­­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Òn¯®«¨­®¬®¢ áâ¥¯¥­¨ � n á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬(P;Q) = 1Z�1 P (t)Q(t) dt;à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ®¯¥à â®à A, § ¤ ­­ë© á®®â­®è¥­¨¥¬(AP )(t) = (t2 � 1)P 00(t) + 2tP 0(t): (10)-15-



� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à ¢ãî ç áâì ¢ (10) ¬®¦­® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥(AP )(t) = ddt ((t2 � 1)P 0(t)):�à®¢¥à¨¬, çâ® ®¯¥à â®à A á¨¬¬¥âà¨ç¥­. �«ï íâ®£® âà¥¡ã¥âáï ¯à®-¢¥à¨âì, çâ® (AP;Q) = (P;AQ) ¤«ï «î¡ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ P;Q 2 Òn.�¬¥¥¬: (AP;Q) = 1Z�1 � ddt ((t2 � 1)P 0(t))�Q(t) dt:�­â¥£à¨àãï ¯® ç áâï¬, ¯®«ãç ¥¬:(AP;Q) = � 1Z�1 (t2 � 1)P 0(t)Q0(t) dt+ (t2 � 1)P 0(t)Q(t)jt=1t=�1:�®¤áâ ­®¢ª  á¯à ¢  ®¡à é ¥âáï ¢ ­®«ì, ¯®áª®«ìªã äã­ªæ¨ï t2 � 1à ¢­  ­ã«î ¯à¨ t = �1. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç ¥¬:(AP;Q) = � 1Z�1 (t2 � 1)P 0(t)Q0(t) dt: (11)�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (11) á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨-â¥«ì­® P ¨Q. �á«¨ ¯®¬¥­ïâì à®«ï¬¨ P ¨Q, â® ¤«ï (AQ;P ) ¯®«ãç¨âáïâ®ç­® â ª®¥ ¦¥ ¢ëà ¦¥­¨¥. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, (AP;Q) = (AQ;P ) =(P;AQ). �®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¥áâì á«¥¤áâ¢¨¥ á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ áª -«ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯¥à â®à A á¨¬¬¥âà¨ç¥­.�¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ 26. �®áª®«ìªã ®¯¥à â®à A ¯®«®¦¨â¥«¥­, â® ¬®¦­®®¯à¥¤¥«¨âì ¯®«®¦¨â¥«ì­ë© ®¯¥à â®à A1=2, ª¢ ¤à â ª®â®à®£® à ¢¥­A. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯® â¥®à¥¬¥ ® ¤¨ £®­ «¨§ æ¨¨ á ¬®á®¯àï¦¥­­®£®®¯¥à â®à , ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ E áãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨áf1; . . . ; fn ¨§ á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ®¯¥à â®à  A. �®£¤ Afj = �jfj ; j = 1; . . . ; n;-16-



¯à¨ç¥¬ ¢á¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï �j ¯®«®¦¨â¥«ì­ë: �j > 0. �®£¤ A1=2 	 ®¯¥à â®à á á®¡áâ¢¥­­ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ p�j ¨ á®¡áâ¢¥­­ë¬¨¢¥ªâ®à ¬¨ fj , â® ¥áâì,A1=2fj =p�jfj ; j = 1; . . . ; n:� ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï â ª¦¥ ®¯¥à â®à A�1=2 = (A1=2)�1.� áá¬®âà¨¬ ®¯¥à â®à C = A1=2BA1=2. �¯¥à â®à C á ¬®á®¯àï¦¥­,çâ® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á ¬®á®¯àï¦¥­­®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢ A1=2 ¨ B. �®íâ®¬ã¢á¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ®¯¥à â®à  C ¢¥é¥áâ¢¥­­ë.�à¨¬¥­¨¬ â¥®à¥¬ã ® ¤¨ £®­ «¨§ æ¨¨ ª á ¬®á®¯àï¦¥­­®¬ã ®¯¥-à â®àã C . � ¯à®áâà ­áâ¢¥ E áãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨ág1; . . . ;gn â ª®©, çâ® Cgk = �kgk; k = 1; . . . ; n; (12)¯à¨ç¥¬ ç¨á«  �k ¢¥é¥áâ¢¥­­ë. �à¨¬¥­¨¬ ®¯¥à â®à A1=2 ª ®¡¥¨¬ç áâï¬ à ¢¥­áâ¢  (12):A1=2Cgk = �kA1=2gk; k = 1; . . . ; n:�¢®¤ï ®¡®§­ ç¥­¨ï A1=2gk = hk, ¨ ãç¨âë¢ ï, çâ® C = A1=2BA1=2,¯®«ãç ¥¬ ABhk = �khk; k = 1; . . . ; n:�¥ªâ®àë h1; . . . ;hn «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë (íâ® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ «¨­¥©­®©­¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ­ ¡®à  g1; . . . ;gn ¨ ¨§ ®¡à â¨¬®áâ¨ ®¯¥à â®à  A1=2).� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ E áãé¥áâ¢ã¥â ¡ §¨á ¨§ á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ®¯¥-à â®à  AB. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï á®¢¯ ¤ îâ á�k, k = 1; . . . ; n, ¨, â¥¬ á ¬ë¬, ï¢«ïîâáï ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨ ç¨á« ¬¨.�®¬¬¥­â à¨© ª § ¤ ç ¬ 28 ¨ 29. �à¨ à¥è¥­¨¨ íâ¨å § ¤ ç ¯®«¥§­®¢®á¯®«ì§®¢ âìáï à¥§ã«ìâ â®¬ § ¤ ç¨ 22.�¨â¥à âãà 1. �. �. �ãá«¨­ , �ëáè ï  «£¥¡à . � ¤ ç¨ ª ª®««®ª¢¨ã¬ã ¢® ¢â®-à®¬ á¥¬¥áâà¥ (ãá¨«¥­­ë© ¯®â®ª), �ç¥¡­®-¬¥â®¤¨ç¥áª®¥ ¯®á®¡¨¥¤«ï áâã¤¥­â®¢ 1 ªãàá , ��¡��, 2007, 18 á.-17-


