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О НАРУШЕНИИ УСЛОВИЯ РАЗРЕШИМОСТИ 
ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕОДНОРОДНОЙ СТРУНЫ 

М. и. Белишев 
1. Рассмотрим задачу об определении функции с (г) из уравнения 

иц (2, ^) = с2 (г)и^^ (2, ^), 2 е (О, 2о), О < 2о < оо, (1.1) 
по данным 

и 1^^^ .̂̂  = О, и^^ (О, О = ^ (О, и (О, ^) - / (О, (1.2) 
г 

где X (2) = \ —р:г — время пробега возмуш,ения от О до г. Неизвестная функция с (л) 
о 

разыскивается в классе С^ (О, 2о) (С'^ (а, Ъ) — класс к раз непрерывно дифференцируе­
мых на интервале (а, Ъ) функций), д^ Р {I) — веп^ественная ограниченная функция клас­
са С^ (О, 2х (2о)) и Р (+0) <; 0. Эту задачу мы назовем задачей I. Сделав замену пере-

2 

Г ^ 
менной а; = X (г) =̂  \ ~рГ' получим эквивалентную задачу II о нахождении функции 

О 

с\х\ ~ С (^(х)) из уравнения 
и^ {х, I) = и^^^ {х, I) ~ (1п с Ы)' и^ {х, ^), х ^ (О, х (^о)), (1.3) 

по данным 
и \^^^ = 0. и^ (0,1)=с (0) 6 (/;), и (О, 1) = I (^) (1.4) 

(см. [2]). Рассмотрим связанное с задачей II семейство интегральных уравнений 
Крейна 

д « У'̂  (/ ):= - 2^ ( + 0) Т'•=̂• (О - ^^'С- 'Ш'' («);̂ « =- 1 (К) 
-X 

при х^ (О, а: (2о)), I ^ I < д:̂  Здесь ? (̂ ) = Р (1) и-рШ У О ж У (1) == ^Р (— )̂ при 
<<<0; /^' (г) ~ производная У {{) при г =/= 0. Известно [1], что для разрешимости задачи 
'II необходима и достаточна положительная определенность оператора П^ в Ха (^) — 
пространстве квадратично суммируемых на {~х, х) функций при всех х ^ (О, а; (̂ о)) 
(условие Крейна (У. К.)). При этом с [х] = ^У-^^ (+0)17''{х)]-^. Величина М (:^) = 

2 
X 

--М (г)] = \ У-'^иуи есть масса промежутка (О, г) струны (еслиструна натянута единич-
- X 

ной силой). Цель нашего исследования — ответить на вопрос: пусть при некотором 
а̂  = 2̂6 условие (У. К.) впервые нарушается, какие особенности имеет струна при 
X -» а;̂ ? 

2. Исследуем уравнение Крейна в форме 
X 

Х)^т/^(/) = т-^(г)-Ь ^ / (^-5)У^(5)с^5==т, И К ^ ' сс е (О, х (2о)); (2.1) 
-X 

здесь / (О == [2Р (+0)]-!?^ ( 0 , 7 = -Ш^ (+0;]-1 > О, 2)^ - уВ"^. Функция / Ц) -
четная, непрерывно дифференцируемая при ^ > О и ^ < ; О . В точке г = О допускается 
излом / (Ь). Пусть при данном х В^ (Х )̂ С Ь^ (^) — собственное подпространство, соот-

0 
ветствуюш,ее собственному значению Яу 4- \^ ^ И̂ Д- ^ ^^ 0^])^ т. е. 

[О'' ~ к^Е""] И -̂'̂ , - О, А: - 1, 2, ..., т - , (2.2) 
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где т^ = 6.1т В^ (Я.̂ -). Примем следующую классификацию собственных значений: от­
несем Яу к первому типу и будем писать Х^ е Лх, если уравнение 

[В^ -1ЩЕ''] У^ (О = 1 (2.3) 

неразрешимо в //2 (^)- ^ противном случае примем Х^ ^ Ад. 
Нами доказана 
Т е о р е м а I. Пусть Х^ ф 1 есть собственное значение кратности^т, т. е. 

(Ива В^ {%!) = т\ тогда в В^ (к^) существует единственная (с точностью до числового 
о 

множителя) функция Ц^^ ({) е С^^ [—х, х] такая, что 

а) набор {т!:^^ (0[» I = О, 1, 2, ..., тп — 1, образует базис в В"" (%^)\ 

0 0 
б) если при этом к- ^ Ах, то эта функция Т^^ {^) четная, (РГ^, 1) Ф 0; 

, . 0 о 
в) если же Яу е Ад, то Ш^ (г) нечетная и (17^, 0^) ф О, где 

I 

О^^Ц) - — ^ [ / ( а : - ^ 5 ) + /(а: + 5)]^5; 
о 

г) в обоих случаях справедливо представление в окрестности конца промежутка 1^х 

^'^''(^) = а(^^{x-~^^-^У^ + 0(x~^)^ афО, ^ ^ 0 , 1 , . . . , т - 1 . (2.4) 

3. Пусть ^5 — наименьшее значение х, при котором X =-- О становится собствен­
ным значением, и пусть (11т В^^ (0) = т. Тогда [3] при х -^ х^ ровно т собственных 
значений (с учетом кратности) стремится к нулю. Нам удалось доказать, что справедли­
ва 

Т е о р е м а П. Для собственных значений Х^, стремящихся к нулю при 
X —> х^, справедливо асимптотическое представление 

К^^-С^(х^~х)^^^Ц+0(х^~х)], / = 0, 1, 2, .... т - 1 (3.1) 

(нумерация в порядке убывания), где С^ ]> 0. 
Отметим, что асимптотика (3.1) для Х^ с номерами 1 ^ / < ттг — 1 является бо­

лее тонкой, чем можно было бы ожидать из общей теории возмущений [3], учитывая 
характер гладкости / {^). 

4. Используя теоремы I и II, можно уже исследовать решения уравнения Крей-
на (2.1). Приведем результаты. 

а) Пусть О е Ах, (11т В^^ (0) = т. Тогда при х -^ х^ имеем: У^ [х) = • 
=:А (х.-х)-"^ [1+0 {х,-х)], М 1х]=В (л:,~2:)-(2^+1> И + О (х, - х)], где А, В > 0. 
Соответственно с [х] = 0[(х^ — х)^^]. Если перейти от координаты х (времени пробе-

га) к 2, то М (г) -» оо при л -» з̂ = 2 (хз) = \ с [х]^х <^ оо, т. е. масса интервала (О, г) 
о 

растет до бесконечности, с (г) -» О при л -> 25. |11 
б) Если О е Лз, то 7^ (х) = С (х, — г )^ Ц + О (х, — х)] (С > 0), а с [х] = 

~ О [{хз — х)~^^] и соответственно г (а;) -» оо при х -^ х^. 
При этом масса всей струны (О, оо) конечна при г -> оо. Время прохождения 

всей струны (О, оо) равно х^', следовательно, с (г) растет с ростом 2 настолько быстро, 
что струна (О, оо) проходится за конечное время. Степенной характер зависимостей 
в а) и б) является следствием предположения о гладкости ядра / {^) (1^ (̂ ) ^ С^ (О, 2х^)), 

В заключение автор приносит глубокую благодарность А. С. Благовещенскому 
за руководство работой. 
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