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Настоящее пособие содержит теоретический материал по
курсу “Высшая алгебра”, который читается во втором се-
местре студентам первого курса физического факультета
СПбГУ. Выпуск 5 является продолжением выпусков 1–4
учебно-методического пособия “Линейная алгебра. II се-
местр”, основанного на курсе лекций для студентов физи-
ческого факультета СПбГУ. Выпуск 5 содержит главу 6
“Жорданова нормальная форма”. Пособие может быть по-
лезно преподавателям, ведущим занятия по курсу “Высшая
алгебра”, а также студентам, изучающим этот предмет.
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Введение

Выпуск 5 является продолжением выпусков 1–4 учебно-
методического пособия “Линейная алгебра. II семестр”, осно-
ванного на курсе лекций для студентов физического факуль-
тета СПбГУ; см. [3–6]. Выпуск 5 содержит главу 6 “Жорда-
нова нормальная форма”.

Глава 6. Жорданова нормальная форма

§ 1. Понятие о жордановой форме

Пусть 𝐸 — линейное пространство над полем C, dim𝐸 = 𝑛.
Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸). Наша цель — найти базис в 𝐸, в котором
изображающая матрица 𝑎 оператора 𝐴 имела бы наибо-
лее простой вид. Идеальный вариант — чтобы матрица 𝑎
была диагональной. Но мы знаем, что не всякий оператор
можно диагонализовать. (Для диагонализации необходимо
и достаточно, чтобы для всех собственных значений сов-
падали алгебраические и геометрические кратности. Это
равносильно существованию базиса из собственных векторов
оператора 𝐴.) Пример оператора, не допускающего диаго-
нализацию — оператор дифференцирования в пространстве
многочленов Ω𝑛−1 (где 𝑛 > 2). Напомним, что он имеет одно
собственное значение 𝜇 = 0, его алгебраическая кратность
равна 𝑛, а геометрическая кратность равна 1.

Оказывается, что для любого оператора 𝐴 ∈ Λ(𝐸) суще-
ствует базис, в котором изображающая матрица 𝑎 имеет так
называемую жорданову форму.
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Определение 1.1. Верхней клеткой Жордана порядка 𝑚,
отвечающей собственному значению 𝜆, называется мат-
рица размера (𝑚×𝑚) вида

𝐽𝑚(𝜆) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 0 . . . 0 0
0 𝜆 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝜆 1
0 0 0 . . . 0 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Матрица 𝐽𝑚(𝜆) — верхнетреугольная, все диагональные
элементы равны 𝜆, параллельно диагонали идет линия из
единиц, остальные элементы равны нулю. Характеристи-
ческий многочлен этой матрицы равен det(𝐽𝑚(𝜆) − 𝑡𝐼) =
(𝜆− 𝑡)𝑚. Следовательно, матрица 𝐽𝑚(𝜆) имеет единственное
собственное значение 𝜆 максимальной алгебраической крат-
ности 𝜎 = 𝑛. Будем искать собственные векторы �⃗� ∈ C𝑛 —
нетривиальные решения системы

𝐽𝑚(𝜆)�⃗� = 𝜆�⃗� ⇔ (𝐽𝑚(𝜆)− 𝜆𝐼)�⃗� = 0⃗.

В подробной записи система имеет вид⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝜉1

𝜉2
...

𝜉𝑚−1

𝜉𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0
0
...
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Получаем ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜉1 произвольно

𝜉2 = 0
𝜉3 = 0

...
𝜉𝑚 = 0
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Следовательно, общее решение системы есть

�⃗� = 𝛼

⎛⎜⎜⎝
1
0
...
0

⎞⎟⎟⎠ = 𝛼�⃗�1, 𝛼 ∈ C.

Собственное подпространство 𝐹 = Ker(𝐽𝑚(𝜆) − 𝜆𝐼) одно-
мерно, то есть геометрическая кратность равна единице:
𝜏 = 1.

При 𝑚 = 1 матрицу 𝐽1(𝜆) ∈ 𝑀 1 можно отождествить с
числом 𝜆. При 𝑚 > 2 матрицу 𝐽𝑚(𝜆) ∈ 𝑀𝑚 диагонализовать
нельзя, поскольку у единственного собственного значения
геометрическая кратность меньше алгебраической.

Определение 1.2. Ящиком порядка 𝜎, отвечающим соб-
ственному значению 𝜆, будем называть блочно-диагональ-
ную матрицу класса 𝑀𝜎 вида

𝐿𝜎(𝜆) =

⎛⎜⎜⎝
𝐽𝑚1(𝜆) 0 . . . 0

0 𝐽𝑚2(𝜆) . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 𝐽𝑚𝑟(𝜆)

⎞⎟⎟⎠ ,

𝑚1 +𝑚2 + · · · +𝑚𝑟 = 𝜎.

Диагональные блоки 𝐽 1(𝜆), . . . , 𝐽𝑚𝑟(𝜆) — это клетки Жор-
дана порядков 𝑚1, . . . , 𝑚𝑟, отвечающие одному и тому же 𝜆.
Элементы матрицы 𝐿𝜎(𝜆) вне диагональных блоков равны
нулю.

Отметим, что термин “ящик” не является общепринятым,
но мы будем им пользоваться ввиду его удобства.
Упражнение. Проверьте, что единственным собственным

значением матрицы 𝐿𝜎(𝜆) является число 𝜆, причем его
алгебраическая кратность максимальна (равна 𝜎), а геомет-
рическая кратность равна 𝑟, то есть, количеству клеток в
ящике.
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Пример. Рассмотрим ящик порядка 6, состоящий из трех
клеток порядков 3, 2, 1:

𝐿(𝜆) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 0 0 0 0
0 𝜆 1 0 0 0
0 0 𝜆 0 0 0
0 0 0 𝜆 1 0
0 0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 0 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Характеристический многочлен равен

det(𝐿(𝜆)− 𝑡𝐼) = (𝜆− 𝑡)6.

Единственное собственное значение 𝜆 имеет алгебраическую
кратность 6. Решая систему уравнений (𝐿(𝜆) − 𝜆𝐼)�⃗� = 0⃗,
находим

𝜉2 = 0, 𝜉3 = 0, 𝜉5 = 0, 𝜉1, 𝜉4, 𝜉6 ∈ C произвольны.

Следовательно, геометрическая кратность 𝜏 = 3, векторы
�⃗�1, �⃗�4, �⃗�6 образуют базис в собственном подпространстве.

Определение 1.3. Жордановой матрицей порядка 𝑛 назы-
вается блочно-диагональная матрица класса 𝑀𝑛 вида

𝐽 =

⎛⎜⎜⎝
𝐿𝜎1(𝜆1) 0 . . . 0

0 𝐿𝜎2(𝜆2) . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 𝐿𝜎𝑝(𝜆𝑝)

⎞⎟⎟⎠ , 𝜎1+𝜎2+· · ·+𝜎𝑝 = 𝑛.

Каждый диагональный блок 𝐿𝜎𝑗(𝜆𝑗) — это ящик, отвечаю-
щий собственному значению 𝜆𝑗. Считаем числа 𝜆1, . . . , 𝜆𝑝

различными. Элементы матрицы 𝐽 вне диагональных бло-
ков равны нулю.

Замечание. Поскольку каждый ящик 𝐿𝜎𝑗(𝜆𝑗) состоит из
нескольких жордановых клеток, отвечающих одному и тому
же значению 𝜆𝑗, то в конечном счете 𝐽 является блочно-
диагональной матрицей, состоящей из жордановых клеток.
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Часто жордановой матрицей, по определению, называют
блочно-диагональную матрицу, состоящую из жордановых
клеток. За счет перестановки клеток можно объединить
клетки, отвечающие одному и тому же 𝜆𝑗, в ящики. Это
соответствует нашему определению.

Характеристический многочлен матрицы 𝐽 равен

𝑑𝐽(𝑡) = (𝜆1 − 𝑡)𝜎1 · · · (𝜆𝑝 − 𝑡)𝜎𝑝.

Сама матрица 𝐽 имеет 𝑝 различных собственных значений
𝜆1, . . . , 𝜆𝑝. Их алгебраические кратности равны 𝜎1, . . . , 𝜎𝑝.
Геометрическая кратность собственного значения 𝜆𝑗 равна
количеству клеток в ящике 𝐿𝜎𝑗(𝜆𝑗).

Примеры.

∙ Рассмотрим жорданову матрицу порядка 5, состоящую
из двух клеток порядков 2 и 3:

𝐽 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2 1 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 3 1 0
0 0 0 3 1
0 0 0 0 3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Матрица 𝐽 имеет два различных собственных значе-
ния: 𝜆1 = 2 алгебраической кратности 2 и геометриче-
ской кратности 1 и 𝜆2 = 3 алгебраической кратности 3
и геометрической кратности 1. Соответствующие соб-
ственные векторы — это �⃗�1 и �⃗�3:

𝐽�⃗�1 = 2�⃗�1, 𝐽�⃗�3 = 3�⃗�3.
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∙ Рассмотрим жорданову матрицу порядка 5, состоящую
из трех клеток порядков 2, 1 и 2:

𝐽 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2 1 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Матрица 𝐽 имеет два различных собственных значе-
ния: 𝜆1 = 2 алгебраической кратности 3 и геометри-
ческой кратности 2 и 𝜆2 = −1 алгебраической кратно-
сти 2 и геометрической кратности 1. Соответствующие
собственные векторы — это �⃗�1, �⃗�3 и �⃗�4:

𝐽�⃗�1 = 2�⃗�1, 𝐽�⃗�3 = 2�⃗�3, 𝐽�⃗�4 = −�⃗�4.

Определение 1.4. Пусть 𝐸 — конечномерное линейное
пространство над полем C, dim𝐸 = 𝑛. Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸).
Жордановым базисом для оператора 𝐴 называется такой
базис f = {𝑓1, . . . , 𝑓𝑛} в 𝐸, в котором изображающая мат-
рица ̃︀𝑎 ∈ 𝑀𝑛 оператора 𝐴 имеет жорданову форму.

Наша цель в этой главе — доказать следующий фундамен-
тальный результат.

Теорема 1.5. Пусть 𝐸 — конечномерное линейное прост-
ранство над полем C. Для любого оператора 𝐴 ∈ Λ(𝐸) су-
ществует жорданов базис. При этом жорданова матри-
ца ̃︀𝑎 (изображающая матрица оператора 𝐴 в каком-либо
жордановом базисе) определяется однозначно с точностью
до перестановки клеток.

Теорема будет доказана в следующих параграфах.
Из теоремы 1.5 выводится результат о приведении про-

извольной комплексной матрицы 𝑎 ∈ 𝑀𝑛 к жордановой
форме. Пусть задана матрица 𝑎 ∈ 𝑀𝑛 с комплексными
элементами. Рассмотрим пространство 𝐸 = C𝑛 и оператор
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𝐴 = ̂︀𝑎 : C𝑛 → C𝑛 — оператор умножения на матрицу 𝑎. В
стандартном базисе e = {�⃗�1, . . . , �⃗�𝑛} изображающей матри-
цей оператора 𝐴 является сама матрица 𝑎. По теореме 1.5
существует жорданов базис f = {𝑓1, . . . , 𝑓𝑛}, в котором изоб-
ражающая матрица ̃︀𝑎 оператора 𝐴 является жордановой
матрицей. Вспомним закон преобразования ̃︀𝑎 = 𝑏−1𝑎𝑏, где
𝑏 — матрица перехода от стандартного базиса e к базису f .
Матрица 𝑏 составлена из столбцов 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛. Мы получаем
следующую теорему, которая формулируется на матричном
языке.

Теорема 1.6. Для любой матрицы 𝑎 ∈ 𝑀𝑛 с комплексными
элементами существуют жорданова матрица ̃︀𝑎 ∈ 𝑀𝑛 и
неособая матрица 𝑏 ∈ 𝑀𝑛, такие что ̃︀𝑎 = 𝑏−1𝑎𝑏. При
этом жорданова матрица ̃︀𝑎 определяется однозначно с
точностью до перестановки клеток.

Зная собственные значения оператора 𝐴 и их кратно-
сти (алгебраические и геометрические), не всегда мож-
но однозначно восстановить жорданову матрицу ̃︀𝑎. Пусть
𝜆1, . . . , 𝜆𝑝 — все различные собственные значения оператора
𝐴, 𝜎1, . . . , 𝜎𝑝 — их алгебраические кратности, 𝜏1, . . . , 𝜏𝑝 —
их геометрические кратности. Тогда жорданова матрица ̃︀𝑎
состоит из 𝑝 ящиков, 𝑗-ый ящик 𝐿𝜎𝑗(𝜆𝑗) ∈ 𝑀𝜎𝑗 состоит из
𝜏𝑗 клеток. Но для определения размеров клеток в данном
ящике, вообще говоря, нужна дополнительная информа-
ция. Какая именно информация — станет ясно в процессе
доказательства теоремы 1.5.

§ 2. Вспомогательные сведения

2.1. Взаимно-простые многочлены.

Определение 2.1. Многочлены 𝑃1(𝑡), 𝑃2(𝑡) называются
взаимно-простыми, если они не имеют общего корня.

Лемма 2.2. Пусть 𝑃1(𝑡), 𝑃2(𝑡) — взаимно-простые много-
члены. Тогда существуют многочлены 𝑄1(𝑡), 𝑄2(𝑡), такие
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что
𝑄1(𝑡)𝑃1(𝑡) +𝑄2(𝑡)𝑃2(𝑡) ≡ 1. (2.1)

Доказательство. Пусть deg𝑃1 = 𝑚, deg𝑃2 = 𝑛. (Здесь deg
означает степень многочлена.)

Будем искать 𝑄1(𝑡) в виде многочлена степени не выше
𝑛− 1 (у него 𝑛 неизвестных коэффициентов) и 𝑄2(𝑡) в виде
многочлена степени не выше 𝑚 − 1 (у него 𝑚 неизвест-
ных коэффициентов). Итого надо найти 𝑚+ 𝑛 неизвестных.
Левая часть (2.1) — многочлен степени 𝑚 + 𝑛− 1. Если в
тождестве (2.1) приравнять коэффициенты при одинаковых
степенях 𝑡 слева и справа, то получится неоднородная си-
стема из 𝑚+𝑛 линейных уравнений для 𝑚+𝑛 неизвестных.

Покажем, что эта система имеет единственное решение.
В силу альтернативы Фредгольма, достаточно проверить,
что соответствующая однородная система, эквивалентная
тождеству

𝑄1(𝑡)𝑃1(𝑡) +𝑄2(𝑡)𝑃2(𝑡) ≡ 0, (2.2)

имеет только тривиальное решение.
Пусть 𝑡𝑗 — корень многочлена 𝑃1(𝑡) кратности 𝜎𝑗. Из (2.2)

видно, что 𝑄2(𝑡)𝑃2(𝑡) = −𝑄1(𝑡)𝑃1(𝑡). Следовательно, чис-
ло 𝑡𝑗 является корнем многочлена 𝑄2(𝑡)𝑃2(𝑡) кратности не
меньше 𝜎𝑗. Учитывая, что 𝑡𝑗 не является корнем многочлена
𝑃2(𝑡) (так как многочлены 𝑃1(𝑡), 𝑃2(𝑡) взаимно-простые), де-
лаем вывод: 𝑡𝑗 является корнем многочлена 𝑄2(𝑡) кратности
не меньше 𝜎𝑗.

У многочлена 𝑃1(𝑡) сумма кратностей корней равна 𝑚. Мы
показали, что каждый корень 𝑃1(𝑡) является корнем 𝑄2(𝑡) не
меньшей кратности. Получается, что сумма кратностей кор-
ней многочлена 𝑄2(𝑡) не меньше 𝑚. Но deg𝑄2 6 𝑚−1. Если
𝑄2(𝑡) ̸≡ 0, то сумма кратностей его корней не превосходит
𝑚− 1. Следовательно, 𝑄2(𝑡) ≡ 0. Тогда в силу (2.2) полу-
чаем 𝑄1(𝑡)𝑃1(𝑡) ≡ 0. Заведомо 𝑃1(𝑡) ̸≡ 0 (иначе многочлены
𝑃1(𝑡) и 𝑃2(𝑡) не были бы взаимно-простыми). Следовательно,
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𝑄1(𝑡) ≡ 0. Это означает, что однородная система уравнений
имеет только тривиальное решение. �

Обобщением леммы 2.2 на случай нескольких полиномов
является следующее утверждение.

Лемма 2.3. Пусть 𝑃1(𝑡), 𝑃2(𝑡), . . . , 𝑃𝑠(𝑡) — многочлены,
причем ни одно число 𝜆 не является корнем одновременно
всех этих многочленов. Тогда существуют многочлены
𝑄1(𝑡), 𝑄2(𝑡), . . . , 𝑄𝑠(𝑡), такие что

𝑄1(𝑡)𝑃1(𝑡) +𝑄2(𝑡)𝑃2(𝑡) + · · · +𝑄𝑠(𝑡)𝑃𝑠(𝑡) ≡ 1. (2.3)

Доказательство. Докажем утверждение по индукции. База
уже проверена (см. лемму 2.2).

Предположение индукции. Пусть для любых многочленов̃︀𝑃1(𝑡), . . . , ̃︀𝑃𝑠−1(𝑡), не имеющих общего корня, существуют
многочлены ̃︀𝑄1(𝑡), . . . , ̃︀𝑄𝑠−1(𝑡), такие что̃︀𝑄1(𝑡) ̃︀𝑃1(𝑡) + · · · + ̃︀𝑄𝑠−1(𝑡) ̃︀𝑃𝑠−1(𝑡) ≡ 1. (2.4)

Индукционный переход. Предположим, что многочлены
𝑃1(𝑡), 𝑃2(𝑡), . . . , 𝑃𝑠(𝑡) не имеют общего корня.

Рассмотрим многочлены 𝑃1(𝑡), 𝑃2(𝑡), . . . , 𝑃𝑠−1(𝑡). Пусть
𝑋(𝑡) — их наибольший общий делитель. (Можно выбрать
𝑋(𝑡) вида

𝑋(𝑡) = (𝑡− 𝜆1)
𝑘1 · · · (𝑡− 𝜆𝑞)

𝑘𝑞,

где числа 𝜆1, . . . , 𝜆𝑞 — всевозможные общие корни этих
многочленов, а 𝑘1, . . . , 𝑘𝑞 — минимальные кратности. Тогда
(𝑡 − 𝜆𝑗)

𝑘𝑗 является общим делителем этих многочленов, а
(𝑡− 𝜆𝑗)

𝑘𝑗+1 уже не является.)
Тогда

𝑃𝑗(𝑡) = 𝑋(𝑡) ̃︀𝑃𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, . . . , 𝑠− 1,

причем многочлены ̃︀𝑃1(𝑡), . . . , ̃︀𝑃𝑠−1(𝑡) уже не имеют ни одно-
го общего корня. По предположению индукции существуют
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многочлены ̃︀𝑄1(𝑡), . . . , ̃︀𝑄𝑠−1(𝑡), такие что выполнено (2.4).
Домножая (2.4) на 𝑋(𝑡), получаем̃︀𝑄1(𝑡)𝑃1(𝑡) + · · · + ̃︀𝑄𝑠−1(𝑡)𝑃𝑠−1(𝑡) ≡ 𝑋(𝑡). (2.5)

Рассмотрим теперь два многочлена — 𝑋(𝑡) и 𝑃𝑠(𝑡). Они
взаимно-простые (иначе исходный набор многочленов имел
бы общий корень). Применим лемму 2.2. Существуют мно-
гочлены 𝑄(𝑡) и 𝑄𝑠(𝑡) такие, что

𝑄(𝑡)𝑋(𝑡) +𝑄𝑠(𝑡)𝑃𝑠(𝑡) ≡ 1. (2.6)

Обозначим 𝑄𝑗(𝑡) := 𝑄(𝑡) ̃︀𝑄𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, . . . , 𝑠− 1. Теперь из
(2.5) и (2.6) вытекает, что

𝑄1(𝑡)𝑃1(𝑡) + · · · +𝑄𝑠(𝑡)𝑃𝑠(𝑡) ≡ 1.

Это завершает индукционный переход. �

2.2. Лемма о нильпотентном операторе.

Лемма 2.4. Пусть 𝐸 — 𝑛-мерное линейное пространство
над полем C. Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸), причем (𝐴− 𝜆𝐼)𝑚 = 0𝐸→𝐸

при некотором 𝑚 ∈ N. Тогда единственным собственным
значением оператора 𝐴 является число 𝜆.

Доказательство. Поскольку (𝐴− 𝜆𝐼)𝑚 = 0𝐸→𝐸, то

det((𝐴−𝜆𝐼)𝑚) = 0 ⇔ (det(𝐴− 𝜆𝐼))𝑚 = 0 ⇔ det(𝐴−𝜆𝐼) = 0.

Следовательно, 𝜆 является собственным значением опера-
тора 𝐴.

Пусть 𝜇 — собственное значение оператора 𝐴. Существу-
ет собственный вектор 𝑓 ̸= 0 такой, что 𝐴𝑓 = 𝜇𝑓 . То-
гда (𝐴− 𝜆𝐼)𝑚𝑓 = (𝜇− 𝜆)𝑚𝑓 . Левая часть этого равенства
равна 0, поскольку (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑚 = 0𝐸→𝐸. Следовательно,
(𝜇 − 𝜆)𝑚𝑓 = 0, откуда 𝜇 = 𝜆. Это доказывает единствен-
ность. �
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§ 3. Корневые подпространства

Определение 3.1. Пусть 𝐸 — 𝑛-мерное линейное про-
странство над полем C. Пусть 𝜆 — собственное значение
оператора 𝐴 ∈ Λ(𝐸). Множество

𝐸(𝜆) = {𝑥 ∈ 𝐸 : (𝐴− 𝜆𝐼)𝑛𝑥 = 0} = Ker(𝐴− 𝜆𝐼)𝑛

называется корневым подпространством оператора 𝐴, от-
вечающим собственному значению 𝜆.

Очевидно, если (𝐴− 𝜆𝐼)𝑘𝑥 = 0 при некотором 𝑘 6 𝑛, то
𝑥 ∈ 𝐸(𝜆). В частности, собственные векторы 𝑓 ̸= 0 (такие,
что 𝐴𝑓 = 𝜆𝑓) принадлежат 𝐸(𝜆). Поэтому корневое под-
пространство 𝐸(𝜆) содержит собственное подпространство,
и, следовательно, 𝐸(𝜆) ̸= {0}.

Предложение 3.2. Корневое подпространство 𝐸(𝜆) явля-
ется инвариантным подпространством оператора 𝐴.

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ 𝐸(𝜆). Требуется доказать, что
тогда 𝐴𝑥 ∈ 𝐸(𝜆).

Имеем: (𝐴−𝜆𝐼)𝑛𝑥 = 0. Тогда 𝐴(𝐴−𝜆𝐼)𝑛𝑥 = 0. Поскольку
𝐴 коммутирует с любым многочленом от 𝐴, то

𝐴(𝐴− 𝜆𝐼)𝑛 = (𝐴− 𝜆𝐼)𝑛𝐴.

Следовательно, (𝐴− 𝜆𝐼)𝑛𝐴𝑥 = 0, то есть 𝐴𝑥 ∈ 𝐸(𝜆). �

Фундаментальным результатом является теорема разло-
жения по корневым подпространствам.

Теорема 3.3. Пусть 𝐸 — 𝑛-мерное линейное пространство
над полем C. Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸). Пусть 𝜆1, . . . , 𝜆𝑝 — все раз-
личные собственные значения оператора 𝐴, а 𝜎1, . . . , 𝜎𝑝 —
их алгебраические кратности. Пусть 𝐸(𝜆𝑗) — корневое
подпространство оператора 𝐴, отвечающее собственному
значению 𝜆𝑗. Тогда пространство 𝐸 есть прямая сумма
корневых подпространств:

𝐸 = 𝐸(𝜆1)u 𝐸(𝜆2)u · · ·u 𝐸(𝜆𝑝).
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При этом dim𝐸(𝜆𝑗) = 𝜎𝑗. Каждое подпространство 𝐸(𝜆𝑗)
инвариантно относительно 𝐴. Оператор 𝐴𝑗 := 𝐴|𝐸(𝜆𝑗),
действующий в 𝐸(𝜆𝑗), имеет единственное собственное
значение 𝜆𝑗 алгебраической кратности 𝜎𝑗. Оператор 𝐵𝑗 :=
𝐴𝑗 − 𝜆𝑗𝐼 является нильпотентным оператором, то есть
𝐵

𝜎𝑗
𝑗 = 0𝐸(𝜆𝑗)→𝐸(𝜆𝑗).

Доказательство. 1) Запишем характеристический много-
член оператора 𝐴:

𝑑𝐴(𝑡) = (−1)𝑛(𝑡− 𝜆1)
𝜎1(𝑡− 𝜆2)

𝜎2 · · · (𝑡− 𝜆𝑝)
𝜎𝑝. (3.1)

Рассмотрим многочлены

𝑃𝑗(𝑡) =
∏︁
𝑠 ̸=𝑗

(𝑡− 𝜆𝑠)
𝜎𝑠, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.

Тогда многочлены 𝑃1(𝑡), . . . , 𝑃𝑝(𝑡) не имеют общего корня.
В силу леммы 2.3 существуют многочлены 𝑄1(𝑡), . . . , 𝑄𝑝(𝑡),
такие что

𝑃1(𝑡)𝑄1(𝑡) + 𝑃2(𝑡)𝑄2(𝑡) + · · · + 𝑃𝑝(𝑡)𝑄𝑝(𝑡) ≡ 1. (3.2)

2) Рассмотрим подпространства

𝐹𝑗 := Ran𝑃𝑗(𝐴)𝑄𝑗(𝐴), 𝑗 = 1, . . . , 𝑝. (3.3)

Проверим, что

𝐹𝑗 ⊂ 𝐸(𝜆𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑝. (3.4)

Имеем:
𝑑𝐴(𝑡) = (−1)𝑛(𝑡− 𝜆𝑗)

𝜎𝑗𝑃𝑗(𝑡).

Следовательно,

𝑑𝐴(𝐴) = (−1)𝑛(𝐴− 𝜆𝑗𝐼)
𝜎𝑗𝑃𝑗(𝐴).

В силу тождества Кэли 𝑑𝐴(𝐴) = 0𝐸→𝐸. Получаем

(𝐴− 𝜆𝑗𝐼)
𝜎𝑗𝑃𝑗(𝐴) = 0𝐸→𝐸. (3.5)
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Пусть 𝑥 ∈ 𝐹𝑗. Тогда найдется элемент 𝑦 ∈ 𝐸 такой, что
𝑥 = 𝑃𝑗(𝐴)𝑄𝑗(𝐴)𝑦. С учетом (3.5)

(𝐴− 𝜆𝑗𝐼)
𝜎𝑗𝑥 = (𝐴− 𝜆𝑗𝐼)

𝜎𝑗𝑃𝑗(𝐴)𝑄𝑗(𝐴)𝑦 = 0. (3.6)

Таким образом, 𝑥 ∈ 𝐸(𝜆𝑗). Вложение (3.4) доказано.
3) Из (3.2) следует, что

𝑃1(𝐴)𝑄1(𝐴) + 𝑃2(𝐴)𝑄2(𝐴) + · · · + 𝑃𝑝(𝐴)𝑄𝑝(𝐴) = 𝐼.

Поэтому любой вектор 𝑥 ∈ 𝐸 можно представить в виде

𝑥 = 𝑃1(𝐴)𝑄1(𝐴)𝑥 + 𝑃2(𝐴)𝑄2(𝐴)𝑥 + · · · + 𝑃𝑝(𝐴)𝑄𝑝(𝐴)𝑥.

Последовательные слагаемые справа принадлежат подпро-
странствам 𝐹1, . . . , 𝐹𝑝 соответственно. Следовательно,

𝐸 = 𝐹1 + 𝐹2 + · · · + 𝐹𝑝. (3.7)

В силу вложений (3.4) отсюда следует, что

𝐸 = 𝐸(𝜆1) + 𝐸(𝜆2) + · · · + 𝐸(𝜆𝑝). (3.8)

4) Проверим теперь, что линейная сумма (3.8) является
прямой суммой. Для этого нужно убедиться, что

𝐸(𝜆𝑗) ∩ ℰ𝑗 = {0}, где ℰ𝑗 :=
∑︁
𝑠 ̸=𝑗

𝐸(𝜆𝑠), 𝑗 = 1, . . . , 𝑝. (3.9)

Пусть 𝑥 ∈ 𝐸(𝜆𝑗) ∩ ℰ𝑗. Поскольку 𝑥 ∈ 𝐸(𝜆𝑗), то

(𝐴− 𝜆𝑗𝐼)
𝑛𝑥 = 0. (3.10)

С другой стороны, 𝑥 ∈ ℰ𝑗. Это означает, что

𝑥 =
∑︁
𝑠 ̸=𝑗

𝑔𝑠, где 𝑔𝑠 ∈ 𝐸(𝜆𝑠).

Имеем: (𝐴− 𝜆𝑠𝐼)
𝑛𝑔𝑠 = 0, 𝑠 ̸= 𝑗. Следовательно,∏︁

𝑠 ̸=𝑗

(𝐴− 𝜆𝑠𝐼)
𝑛𝑥 = 0. (3.11)
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Рассмотрим многочлены (𝑡 − 𝜆𝑗)
𝑛 и

∏︀
𝑠 ̸=𝑗(𝑡 − 𝜆𝑠)

𝑛. Они
взаимно-простые. По лемме 2.2 существуют многочлены
𝑅1(𝑡) и 𝑅2(𝑡), такие что

𝑅1(𝑡)(𝑡− 𝜆𝑗)
𝑛 +𝑅2(𝑡)

∏︁
𝑠 ̸=𝑗

(𝑡− 𝜆𝑠)
𝑛 ≡ 1.

Тогда

𝑅1(𝐴)(𝐴− 𝜆𝑗𝐼)
𝑛 +𝑅2(𝐴)

∏︁
𝑠 ̸=𝑗

(𝐴− 𝜆𝑠𝐼)
𝑛 = 𝐼,

а потому

𝑅1(𝐴)(𝐴− 𝜆𝑗𝐼)
𝑛𝑥 +𝑅2(𝐴)

∏︁
𝑠 ̸=𝑗

(𝐴− 𝜆𝑠𝐼)
𝑛𝑥 = 𝑥.

В силу (3.10) первое слагаемое равно нулю, а в силу (3.11)
второе слагаемое равно нулю. Таким образом, 𝑥 = 0. Мы
проверили соотношение (3.9). Отсюда следует, что сум-
ма (3.8) является прямой суммой:

𝐸 = 𝐸(𝜆1)u 𝐸(𝜆2)u · · ·u 𝐸(𝜆𝑝). (3.12)

5) Из (3.7) и вложений (3.4) следует, что сумма (3.7) также
прямая:

𝐸 = 𝐹1 u 𝐹2 u · · ·u 𝐹𝑝. (3.13)
В силу (3.12) имеем

dim𝐸(𝜆1) + · · · + dim𝐸(𝜆𝑝) = 𝑛.

Из (3.13) следует, что

dim𝐹1 + · · · + dim𝐹𝑝 = 𝑛.

Следовательно,

dim𝐹1 + · · ·+ dim𝐹𝑝 = dim𝐸(𝜆1) + · · ·+ dim𝐸(𝜆𝑝). (3.14)

Поскольку 𝐹𝑗 ⊂ 𝐸(𝜆𝑗), то dim𝐹𝑗 6 dim𝐸(𝜆𝑗), и равен-
ство (3.14) может выполняться только в случае

dim𝐹𝑗 = dim𝐸(𝜆𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.
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Отсюда следует, что

𝐹𝑗 = 𝐸(𝜆𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.

6) В силу предложения 3.2 подпространства 𝐸(𝜆𝑗) инва-
риантны относительно оператора 𝐴. Рассмотрим оператор
𝐴𝑗 = 𝐴|𝐸(𝜆𝑗). В силу (3.6) для любого вектора 𝑥 ∈ 𝐹𝑗 = 𝐸(𝜆𝑗)
выполнено (𝐴− 𝜆𝑗𝐼)

𝜎𝑗𝑥 = 0. Это означает, что

(𝐴𝑗 − 𝜆𝑗𝐼)
𝜎𝑗 = 0𝐸(𝜆𝑗)→𝐸(𝜆𝑗).

По лемме 2.4 число 𝜆𝑗 — единственное собственное значение
оператора 𝐴𝑗.

7) Осталось найти размерности подпространств 𝐸(𝜆𝑗).
Обозначим 𝑛𝑗 = dim𝐸(𝜆𝑗). Выберем базисы в каждом под-
пространстве 𝐸(𝜆𝑗). Объединение этих базисов образует
базис в 𝐸. Пусть 𝑎𝑗 ∈ 𝑀𝑛𝑗 — изображающая матрица опе-
ратора 𝐴𝑗 в соответствующем базисе в 𝐸(𝜆𝑗). Тогда изоб-
ражающая матрица 𝑎 ∈ 𝑀𝑛 оператора 𝐴 в объединенном
базисе имеет блочную структуру:

𝑎 =

⎛⎜⎜⎝
𝑎1 0 . . . 0
0 𝑎2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 𝑎𝑝

⎞⎟⎟⎠ .

Тогда
𝑑𝐴(𝑡) = 𝑑𝑎(𝑡) = 𝑑𝑎1(𝑡) · · · 𝑑𝑎𝑝(𝑡).

Поскольку 𝜆𝑗 — единственное собственное значение опера-
тора 𝐴𝑗, то 𝑑𝑎𝑗(𝑡) = 𝑑𝐴𝑗

(𝑡) = (−1)𝑛𝑗(𝑡−𝜆𝑗)
𝑛𝑗 . Таким образом,

𝑑𝐴(𝑡) = (−1)𝑛(𝑡− 𝜆1)
𝑛1 · · · (𝑡− 𝜆𝑝)

𝑛𝑝.

Сравним это с (3.1). Поскольку разложение многочлена
на множители единственно, делаем вывод, что 𝑛𝑗 = 𝜎𝑗,
𝑗 = 1, . . . , 𝑝. Итак, доказано, что

dim𝐸(𝜆𝑗) = 𝜎𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝. �
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§ 4. Жорданова форма для
нильпотентного оператора

Теорема разложения по корневым подпространствам сво-
дит задачу о построении жорданова базиса для произволь-
ного оператора 𝐴 к анализу операторов 𝐴𝑗, действующих
в корневых подпространствах 𝐸(𝜆𝑗). При этом операторы
𝐵𝑗 = 𝐴𝑗 − 𝜆𝑗𝐼 являются нильпотентными.

Нам остается показать, что для любого нильпотентного
оператора существует жорданов базис.

Теорема 4.1. Пусть 𝐸 — конечномерное линейное про-
странство над полем C, 𝑛 = dim𝐸 > 1. Пусть 𝐵 ∈ Λ(𝐸) —
нильпотентный оператор. Тогда в 𝐸 существует жорда-
нов базис для оператора 𝐵. Изображающая матрица𝑏 ∈ 𝑀𝑛

оператора 𝐵 в этом базисе имеет жорданову форму и опре-
деляется однозначно с точностью до перестановки клеток.

В случае 𝐵 = 0𝐸→𝐸 утверждение очевидно. Будем считать,
что 𝐵 ̸= 0𝐸→𝐸. Тогда нильпотентность оператора означает,
что для некоторого 2 6 𝑚 6 𝑛 выполнено

𝐵𝑚 = 0𝐸→𝐸, но при этом 𝐵𝑚−1 ̸= 0𝐸→𝐸. (4.1)

Лемма 4.2. Пусть выполнено (4.1). Тогда справедливы вло-
жения

Ker𝐵 ⊂ Ker𝐵2 ⊂ · · · ⊂ Ker𝐵𝑚−1 ⊂ Ker𝐵𝑚 = 𝐸,

причем эти вложения строгие, то есть

dimKer𝐵 < dimKer𝐵2 < · · · < dimKer𝐵𝑚−1 < dimKer𝐵𝑚.

Доказательство. Если 𝑥 ∈ Ker𝐵𝑘, то 𝐵𝑘𝑥 = 0. Тогда
𝐵𝑘+1𝑥 = 𝐵(𝐵𝑘𝑥) = 0. Поэтому Ker𝐵𝑘 ⊂ Ker𝐵𝑘+1.

Проверим, что вложения строгие. Предположим, что при
некотором 𝑘 выполнено Ker𝐵𝑘 = Ker𝐵𝑘+1. Тогда

Ker𝐵𝑘 = Ker𝐵𝑘+1 = Ker𝐵𝑘+2 = . . .
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(ядра всех степеней 𝐵𝑘+𝑗, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , совпадают). Дей-
ствительно, пусть 𝑥 ∈ Ker𝐵𝑘+2. Тогда 𝐵𝑘+2𝑥 = 0, то есть
𝐵𝑘+1(𝐵𝑥) = 0. Следовательно, 𝐵𝑥 ∈ Ker𝐵𝑘+1 = Ker𝐵𝑘.
Тогда 𝐵𝑘+1𝑥 = 𝐵𝑘(𝐵𝑥) = 0, то есть 𝑥 ∈ Ker𝐵𝑘+1. Мы пока-
зали, что Ker𝐵𝑘+2 ⊂ Ker𝐵𝑘+1. Обратное включение верно
всегда. Следовательно, Ker𝐵𝑘+2 = Ker𝐵𝑘+1.

Поскольку выполнено (4.1), то заведомо

Ker𝐵𝑚−1 ̸= Ker𝐵𝑚 = 𝐸

и совпадение ядер начнется с 𝑘 = 𝑚. �

Лемма 4.3. Пусть 𝐺𝑚 — какое-либо прямое дополнение
подпространства Ker𝐵𝑚−1 до Ker𝐵𝑚 = 𝐸, то есть

𝐸 = Ker𝐵𝑚−1 u𝐺𝑚. (4.2)

Тогда подпространство 𝐵𝐺𝑚 = {𝑦 = 𝐵𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐺𝑚} лежит
в некотором прямом дополнении 𝐺𝑚−1 подпространства
Ker𝐵𝑚−2 до Ker𝐵𝑚−1, то есть

Ker𝐵𝑚−1 = Ker𝐵𝑚−2 u𝐺𝑚−1, 𝐵𝐺𝑚 ⊂ 𝐺𝑚−1. (4.3)

Доказательство. Достаточно проверить, что
1) 𝐵𝐺𝑚 ⊂ Ker𝐵𝑚−1,
2) 𝐵𝐺𝑚 ∩ Ker𝐵𝑚−2 = {0}.
Отсюда будет следовать, что сумма Ker𝐵𝑚−2 u 𝐵𝐺𝑚 —

прямая и является подпространством в Ker𝐵𝑚−1. Пусть̃︀𝐺𝑚−1 — какое-либо прямое дополнение подпространства
Ker𝐵𝑚−2 u𝐵𝐺𝑚 до Ker𝐵𝑚−1:

Ker𝐵𝑚−1 = Ker𝐵𝑚−2 u𝐵𝐺𝑚 u ̃︀𝐺𝑚−1.

Тогда будет выполнено (4.3) при 𝐺𝑚−1 = 𝐵𝐺𝑚 u ̃︀𝐺𝑚−1.
Итак, проверим 1). Поскольку 𝐵𝑚 = 0𝐸→𝐸, то 𝐵𝑚−1(𝐵𝑥) =

𝐵𝑚𝑥 = 0 для любого 𝑥. Поэтому 𝐵𝑥 ∈ Ker𝐵𝑚−1 при любом
𝑥 ∈ 𝐸. В частности, отсюда следует вложение 1).

Проверим свойство 2). Пусть 𝑦 ∈ 𝐵𝐺𝑚 ∩ Ker𝐵𝑚−2. Тогда
найдется 𝑥 ∈ 𝐺𝑚 такой, что 𝑦 = 𝐵𝑥. При этом 𝑦 = 𝐵𝑥 ∈
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Ker𝐵𝑚−2. Следовательно, 𝐵𝑚−1𝑥 = 0, то есть 𝑥 ∈ Ker𝐵𝑚−1.
В силу (4.2) выполнено 𝐺𝑚 ∩ Ker𝐵𝑚−1 = {0}. Таким обра-
зом, 𝑥 = 0. �

Обобщением леммы 4.3 является следующее утверждение.

Лемма 4.4. Найдутся подпространства 𝐺𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚,
такие что

Ker𝐵𝑘 = Ker𝐵𝑘−1 u𝐺𝑘, 𝑘 = 2, . . . ,𝑚; Ker𝐵 = 𝐺1,
(4.4)

причем
𝐵𝐺𝑘 ⊂ 𝐺𝑘−1, 𝑘 = 2, . . . ,𝑚. (4.5)

Доказательство. При доказательстве леммы 4.3 мы уже
сделали первый шаг: проверили (4.4) при 𝑘 = 𝑚,𝑚 − 1 и
(4.5) при 𝑘 = 𝑚. Всего нужно сделать 𝑚− 1 шагов.

Предположим, что

Ker𝐵𝑘 = Ker𝐵𝑘−1 u𝐺𝑘, Ker𝐵𝑘−1 = Ker𝐵𝑘−2 u𝐺𝑘−1,

причем 𝐵𝐺𝑘 ⊂ 𝐺𝑘−1. Проверим, что тогда выполнено
1) 𝐵𝐺𝑘−1 ⊂ Ker𝐵𝑘−2,
2) 𝐵𝐺𝑘−1 ∩ Ker𝐵𝑘−3 = {0}.
Отсюда будет следовать, что сумма Ker𝐵𝑘−3 u𝐵𝐺𝑘−1 —

прямая и является подпространством в Ker𝐵𝑘−2. Пусть̃︀𝐺𝑘−2 — какое-либо прямое дополнение подпространства
Ker𝐵𝑘−3 u𝐵𝐺𝑘−1 до Ker𝐵𝑘−2:

Ker𝐵𝑘−2 = Ker𝐵𝑘−3 u𝐵𝐺𝑘−1 u ̃︀𝐺𝑘−2.

Тогда при 𝐺𝑘−2 = 𝐵𝐺𝑘−1 u ̃︀𝐺𝑘−2 будет выполнено

Ker𝐵𝑘−2 = Ker𝐵𝑘−3 u𝐺𝑘−2, 𝐵𝐺𝑘−1 ⊂ 𝐺𝑘−2.

Итак, проверим 1). Пусть 𝑥 ∈ 𝐺𝑘−1 ⊂ Ker𝐵𝑘−1. Тогда
𝐵𝑘−1𝑥 = 0. Следовательно, 𝐵𝑥 ∈ Ker𝐵𝑘−2.

Проверим 2). Пусть 𝑦 ∈ 𝐵𝐺𝑘−1∩Ker𝐵𝑘−3. Тогда существу-
ет 𝑥 ∈ 𝐺𝑘−1 такой, что 𝑦 = 𝐵𝑥. При этом 𝑦 = 𝐵𝑥 ∈ Ker𝐵𝑘−3.
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Следовательно, 𝐵𝑘−2𝑥 = 0, то есть, 𝑥 ∈ Ker𝐵𝑘−2. По наше-
му предположению, 𝐺𝑘−1 ∩ Ker𝐵𝑘−2 = {0}. Следовательно,
𝑥 = 0.

На последнем шаге мы придем к соотношениям

Ker𝐵2 = Ker𝐵 u𝐺2, Ker𝐵 = 𝐺1, 𝐵𝐺2 ⊂ 𝐺1. �

В итоге мы пришли к разложению пространства 𝐸 в пря-
мую сумму подпространств 𝐺𝑗:

𝐸 = Ker𝐵𝑚 = Ker𝐵𝑚−1 u𝐺𝑚 = Ker𝐵𝑚−2 u𝐺𝑚−1 u𝐺𝑚 =

= · · · = 𝐺1 u𝐺2 u · · ·u𝐺𝑚.
(4.6)

Обозначим 𝑘𝑗 := dim𝐺𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚. Тогда

𝑘𝑗 = dimKer𝐵𝑗 − dimKer𝐵𝑗−1, 𝑗 = 2, . . . ,𝑚;

𝑘1 = dimKer𝐵.

С учетом леммы 4.2 и (4.6) имеем

𝑘1 + 𝑘2 + · · · + 𝑘𝑚 = 𝑛, 𝑘𝑗 > 0.

Лемма 4.5. Пусть 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠 ∈ 𝐺𝑗 — линейно независимый
набор. Здесь 𝑗 > 2. Тогда набор 𝐵𝑥1, . . . , 𝐵𝑥𝑠 ∈ 𝐺𝑗−1 также
является линейно независимым.

Доказательство. Предположим, что

𝛼1𝐵𝑥1 + 𝛼2𝐵𝑥2 + · · · + 𝛼𝑠𝐵𝑥𝑠 = 0.

Тогда 𝐵(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + · · · + 𝛼𝑠𝑥𝑠) = 0. Следовательно,

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + · · · + 𝛼𝑠𝑥𝑠 ∈ Ker𝐵 = 𝐺1.

С другой стороны, по условию 𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2+ · · ·+𝛼𝑠𝑥𝑠 ∈ 𝐺𝑗

при 𝑗 > 2. Поскольку 𝐺𝑗 ∩𝐺1 = {0}, то 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + · · · +
𝛼𝑠𝑥𝑠 = 0. По условию, набор 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠 линейно независи-
мый. Следовательно, 𝛼1 = · · · = 𝛼𝑠 = 0. �
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Следствие 4.6. Размерности 𝑘𝑗 = dim𝐺𝑗 удовлетворяют
неравенствам

0 < 𝑘𝑚 6 𝑘𝑚−1 6 . . . 6 𝑘2 6 𝑘1.

Перейдем теперь к доказательству теоремы 4.1. Постро-
им жорданов базис для оператора 𝐵, опираясь на разложе-
ние

𝐸 = 𝐺1 u𝐺2 u · · ·u𝐺𝑚−1 u𝐺𝑚,

и вложения 𝐵𝐺𝑗 ⊂ 𝐺𝑗−1.
Шаг 1. Выберем какой-либо базис

𝑔
(𝑚)
1 , . . . , 𝑔

(𝑚)
𝑘𝑚

в подпространстве 𝐺𝑚.
Шаг 2. Рассмотрим векторы

𝐵𝑔
(𝑚)
1 =: 𝑔

(𝑚−1)
1 , . . . , 𝐵𝑔

(𝑚)
𝑘𝑚

=: 𝑔
(𝑚−1)
𝑘𝑚

∈ 𝐺𝑚−1.

В силу леммы 4.5 этот набор линейно независим. Дополним
его как-либо до базиса в 𝐺𝑚−1:

𝑔
(𝑚−1)
1 , . . . , 𝑔

(𝑚−1)
𝑘𝑚

; 𝑔
(𝑚−1)
𝑘𝑚+1 , . . . , 𝑔

(𝑚−1)
𝑘𝑚−1

.

(Разумеется, в случае 𝑘𝑚−1 = 𝑘𝑚 дополнять не требуется.)
Продолжаем процесс. На 𝑙-ом шаге будут построены ба-

зисы в подпространствах 𝐺𝑚, 𝐺𝑚−1, . . . , 𝐺𝑚−𝑙+1. При этом
базис в 𝐺𝑗 (𝑗 = 𝑚− 1, . . . ,𝑚− 𝑙 + 1) имеет вид

𝑔
(𝑗)
1 , . . . , 𝑔

(𝑗)
𝑘𝑗
, причем 𝑔

(𝑗)
𝑖 = 𝐵𝑔

(𝑗+1)
𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘𝑗+1.

При этом используется такой термин: если 𝑔
(𝑗)
𝑖 = 𝐵𝑔

(𝑗+1)
𝑖 , то

вектор 𝑔
(𝑗+1)
𝑖 называют присоединенным к вектору 𝑔

(𝑗)
𝑖 .

Шаг 𝑙 + 1. Мы рассматриваем векторы

𝐵𝑔
(𝑚−𝑙+1)
1 =: 𝑔

(𝑚−𝑙)
1 , . . . , 𝐵𝑔

(𝑚−𝑙+1)
𝑘𝑚−𝑙+1

=: 𝑔
(𝑚−𝑙)
𝑘𝑚−𝑙+1

∈ 𝐺𝑚−𝑙.
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В силу леммы 4.5 этот набор линейно независим. Дополним
его как-либо до базиса в 𝐺𝑚−𝑙:

𝑔
(𝑚−𝑙)
1 , . . . , 𝑔

(𝑚−𝑙)
𝑘𝑚−𝑙+1

; 𝑔
(𝑚−𝑙)
𝑘𝑚−𝑙+1+1, . . . , 𝑔

(𝑚−𝑙)
𝑘𝑚−𝑙

.

Всего требуется 𝑚 шагов. Объединение базисов, постро-
енных в подпространствах 𝐺𝑚, . . . , 𝐺1, после правильной
перенумерации и будет жордановым базисом. Изображаю-
щую матрицу оператора 𝐵 в этом базисе обозначим 𝑏 ∈ 𝑀𝑛.
Она по построению будет иметь блочно-диагональный вид.

Нумерацию следует начать с группы 1:

𝑔
(1)
𝑘2+1, . . . , 𝑔

(1)
𝑘1

∈ 𝐺1 = Ker𝐵.

Это собственные векторы, у которых нет присоединенных. В
матрице 𝑏 каждому вектору из группы 1 отвечает жорданова
клетка (0) размера 1× 1 (поскольку 𝐵𝑔

(1)
𝑖 = 0). Итого имеем

(𝑘1 − 𝑘2) клеток размера 1× 1.
Группа 2: рассматриваем пары

𝑔
(1)
𝑘3+1, 𝑔

(2)
𝑘3+1; . . . ; 𝑔

(1)
𝑘2
, 𝑔

(2)
𝑘2
.

Это пары из собственных векторов и присоединенных к ним:
𝐵𝑔

(1)
𝑖 = 0, 𝐵𝑔

(2)
𝑖 = 𝑔

(1)
𝑖 . В матрице 𝑏 каждой паре из группы 2

отвечает жорданова клетка размера 2× 2:(︂
0 1
0 0

)︂
.

Итого имеем (𝑘2 − 𝑘3) клеток размера 2× 2.
Группа 3: рассматриваем тройки

𝑔
(1)
𝑘4+1, 𝑔

(2)
𝑘4+1, 𝑔

(3)
𝑘4+1; . . . ; 𝑔

(1)
𝑘3
, 𝑔

(2)
𝑘3
, 𝑔

(3)
𝑘3
.

Это тройки из собственных векторов, присоединенных к ним
и присоединенных к присоединенным:

𝐵𝑔
(1)
𝑖 = 0, 𝐵𝑔

(2)
𝑖 = 𝑔

(1)
𝑖 , 𝐵𝑔

(3)
𝑖 = 𝑔

(2)
𝑖 .
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В матрице 𝑏 каждой тройке из группы 3 отвечает жорданова
клетка размера 3× 3: ⎛⎝0 1 0

0 0 1
0 0 0

⎞⎠ .

Итого имеем (𝑘3 − 𝑘4) клеток размера 3× 3.
И так далее. Последняя группа с номером 𝑚, в нее входят

наборы из 𝑚 векторов:

𝑔
(1)
1 , 𝑔

(2)
1 , . . . , 𝑔

(𝑚)
1 ; . . . ; 𝑔

(1)
𝑘𝑚
, 𝑔

(2)
𝑘𝑚
, . . . , 𝑔

(𝑚)
𝑘𝑚

.

При этом 𝐵𝑔
(1)
𝑖 = 0, 𝐵𝑔

(2)
𝑖 = 𝑔

(1)
𝑖 , . . . , 𝐵𝑔

(𝑚)
𝑖 = 𝑔

(𝑚−1)
𝑖 . Каж-

дому набору из 𝑚-й группы отвечает жорданова клетка
порядка 𝑚:⎛⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ 𝑀𝑚.

Всего 𝑘𝑚 клеток размера 𝑚×𝑚.
Итак, матрица 𝑏 имеет жорданову форму и состоит из

(𝑘1 − 𝑘2) клеток размера 1 × 1, (𝑘2 − 𝑘3) клеток размера
2 × 2, (𝑘3 − 𝑘4) клеток размера 3 × 3, и т. д., (𝑘𝑚−1 − 𝑘𝑚)
клеток размера (𝑚− 1)× (𝑚− 1), 𝑘𝑚 клеток размера 𝑚×𝑚.
Напомним, что числа 𝑘𝑗 определяются размерностями ядер:

𝑘1 =dimKer𝐵, 𝑘2 = dimKer𝐵2 − dimKer𝐵, . . . ,

𝑘𝑚 =dimKer𝐵𝑚 − dimKer𝐵𝑚−1.

Тем самым количество жордановых клеток различного раз-
мера в матрице 𝑏 определяется инвариантными величинами
(размерностями ядер степеней оператора 𝐵).

Поясним, каким способом можно установить единствен-
ность жордановой матрицы 𝑏 (с точностью до перестановки
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клеток). Для этого надо предположить, что в каком-то бази-
се изображающая матрица 𝑏 ∈ 𝑀𝑛 оператора 𝐵 имеют жор-
данову форму. Поскольку оператор 𝐵 имеет единственное
собственное значение 𝜆 = 0, то 𝑏 состоит из одного ящика,
в котором имеются несколько жордановых клеток разно-
го порядка. Рассматривая степени 𝑏, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑚−1, 𝑏𝑚 = 0,
можно показать, что количество клеток различного порядка
определяется именно так, как было описано выше (в терми-
нах размерностей ядер операторов 𝐵,𝐵2, . . . , 𝐵𝑚). Из этого
вытекает единственность. Мы не будем описывать эту часть
доказательства детально.

Это завершает доказательство теоремы 4.1.

В завершение вернемся к общему случаю (теорема 1.5).
Пусть 𝐸 — 𝑛-мерное линейное пространство над полем C
и 𝐴 ∈ Λ(𝐸) — произвольный оператор. Для построения
жорданова базиса оператора 𝐴 сначала надо определить его
различные собственные значения 𝜆1, . . . , 𝜆𝑝 и их алгебра-
ические кратности 𝜎1, . . . , 𝜎𝑝. Заранее можно сказать, что
жорданова матрица будет состоять из 𝑝 ящиков порядков
𝜎1, . . . , 𝜎𝑝, отвечающих 𝜆1, . . . , 𝜆𝑝. Применяем теорему раз-
ложения по корневым подпространствам

𝐸 = 𝐸(𝜆1)u 𝐸(𝜆2)u · · ·u 𝐸(𝜆𝑝).

В каждом подпространстве 𝐸(𝜆𝑗) строится свой жорданов
базис для оператора 𝐴𝑗 = 𝐴|𝐸(𝜆𝑗). Объединение этих базисов
дает жорданов базис в 𝐸 для оператора 𝐴. Для построе-
ния жорданова базиса в 𝐸(𝜆𝑗) применяется теорема 4.1 к
нильпотентному оператору 𝐵𝑗 = 𝐴𝑗 − 𝜆𝑗𝐼 . Изображающая
матрица для оператора 𝐴𝑗 отличается от изображающей
матрицы для оператора 𝐵𝑗 только тем, что на диагонали
стоит 𝜆𝑗 вместо нуля. Из доказательства теоремы 4.1 ясно,
что устройство 𝑗-го ящика в жордановой матрице опреде-
ляется инвариантными величинами — размерностями ядер
степеней оператора 𝐵𝑗.
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