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Настоящее пособие содержит теоретический материал по
курсу “Высшая алгебра”, который читается во втором се-
местре студентам первого курса физического факультета
СПбГУ. Выпуск 1 содержит главу 1 “Конечномерные линей-
ные пространства”. Пособие может быть полезно препода-
вателям, ведущим занятия по курсу “Высшая алгебра”, а
также студентам, изучающим этот предмет.
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Введение

Предлагаемое пособие основано на оригинальном курсе лек-
ций, который первоначально разрабатывался и читался для
студентов физического факультета СПбГУ профессором
М. Ш. Бирманом (1928–2009). В дальнейшем курс модифи-
цировался и уже в течение многих лет читается автором
пособия профессором Т. А. Суслиной.

Линейная алгебра возникла как наука о решении систем
линейных алгебраических уравнений. Впоследствии пред-
мет линейной алгебры расширился, и сейчас она в суще-
ственном представляет собой теорию линейных операторов
в конечномерных линейных пространствах. В первом се-
местре изучаются классические разделы линейной алгебры:
матрицы, определители, системы линейных алгебраических
уравнений. Этим разделам посвящены учебно-методические
пособия [1,2].

Материал второго семестра более абстрактный. Мы по-
знакомимся с некоторыми алгебраическими структурами,
а затем перейдем к систематическому изучению конечно-
мерных линейных пространств, линейных операторов и би-
линейных форм в этих пространствах. Данный материал
излагается в пяти выпусках пособия. Выпуск 1 содержит
главу 1 “Конечномерные линейные пространства”.

Для тех студентов, кто хотел бы изучить предмет по-
глубже, можно рекомендовать дополнительную литературу
[3, 4, 5].
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Глава 1. Конечномерные линейные пространства

§ 1. Некоторые алгебраические структуры

1.1. Множества с бинарной операцией.

Определение 1.1. Пусть 𝑋 — некоторое множество.
Операция, сопоставляющая любой упорядоченной паре эле-
ментов (𝑥, 𝑦) из 𝑋 некоторый элемент 𝑧 из того же мно-
жества, называется бинарной операцией.

Иначе говоря, бинарная операция — это отображение из
𝑋 ×𝑋 в 𝑋 . Если паре (𝑥, 𝑦) сопоставлен элемент 𝑧, будем
писать 𝑧 = 𝑥 ∘ 𝑦.

Определение 1.2. Бинарная операция называется комму-
тативной, если 𝑥∘𝑦 = 𝑦 ∘𝑥 для любых элементов 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

Определение 1.3. Бинарная операция называется ассоци-
ативной, если (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧 = 𝑥 ∘ (𝑦 ∘ 𝑧) для любых элементов
𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋.

Примеры.
∙ Начнем с примеров числовых множеств:
R — множество вещественных чисел.
C — множество комплексных чисел.
Q — множество рациональных чисел.
Z — множество целых чисел.
На каждом из этих множеств задана операция сложе-
ния. Это бинарная операция, притом она ассоциативна
и коммутативна.
Также на каждом из этих множеств задана операция
умножения. Это бинарная операция, она ассоциативна
и коммутативна.
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∙ Рассмотрим примеры множеств матриц.
𝑀𝑚,𝑛 — множество матриц размера 𝑚 × 𝑛 (𝑚 строк
и 𝑛 столбцов). Пусть матрицы имеют вещественные
элементы. Операция сложения матриц является ассо-
циативной и коммутативной бинарной операцией.

Аналогично можно рассмотреть множество матриц
размера 𝑚× 𝑛 с комплексными элементами. Операция
сложения снова будет ассоциативной и коммутативной
бинарной операцией.

∙ Рассмотрим множество𝑀𝑛 (квадратных матриц разме-
ра 𝑛×𝑛) с вещественными элементами. Считаем 𝑛 > 2.
Операция умножения матриц является бинарной опе-
рацией. Она ассоциативна, но не коммутативна.

Аналогично обстоит дело для множества квадратных
матриц с комплексными элементами.

∙ Приведем пример множества с не ассоциативной би-
нарной операцией. В курсе аналитической геометрии
обсуждалось понятие ориентации в (геометрическом)
пространстве и связанное с выбором ориентации по-
нятие псевдовекторов. Рассмотрим множество 𝑋 всех
псевдовекторов. Будем сопоставлять упорядоченной
паре псевдовекторов �⃗�, �⃗� их векторное произведение
�⃗� = �⃗�× �⃗�. Напомним, что векторное произведение двух
псевдовекторов является снова псевдовектором. Поэто-
му операция векторного умножения является бинарной
на множестве 𝑋. Она не ассоциативна и не комму-
тативна. (Достаточно вспомнить свойства векторного
произведения из курса аналитической геометрии.)
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∙ Перейдем к функциональным множествам.
Обозначим через Ω𝑛 множество полиномов с ве-

щественными коэффициентами степени не превос-
ходящей 𝑛. Элемент множества Ω𝑛 — это многочлен
(полином) 𝑃 от вещественной переменной 𝑡, имеющий
вид

𝑃 (𝑡) = 𝑝0 + 𝑝1𝑡 + 𝑝2𝑡
2 + · · · + 𝑝𝑛𝑡

𝑛,

где коэффициенты 𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 — заданные веществен-
ные числа. Очевидно, операция сложения на множе-
стве Ω𝑛 является бинарной, притом она ассоциативна
и коммутативна.

Если же попытаться рассмотреть операцию умно-
жения на множестве Ω𝑛, то она не будет бинарной.
Причина в том, что произведение двух многочленов
степени 𝑛 будет иметь степень 2𝑛, и мы выйдем за
пределы множества Ω𝑛.

∙ Обозначим через Ω множество полиномов с веще-
ственными коэффициентами любой степени. (Иначе
говоря, Ω = ∪𝑛∈NΩ𝑛.) Очевидно, операция умножения
на множестве Ω является ассоциативной и коммута-
тивной бинарной операцией.

∙ Рассмотрим интервал [𝑎, 𝑏] ⊂ R. Обозначим через
𝐶([𝑎, 𝑏]) множество непрерывных функций

𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R.

Операция сложения функций является ассоциативной
и коммутативной бинарной операцией на этом множе-
стве. Операция умножения функций также является
ассоциативной и коммутативной бинарной операцией.
Нужно учесть, что сумма и произведение двух непре-
рывных функций на интервале [𝑎, 𝑏] снова непрерывны
на [𝑎, 𝑏].
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∙ Рассмотрим 𝒫𝑛 — множество всех подстановок поряд-
ка 𝑛 (считаем 𝑛 > 2). Напомним, что подстановка
𝜎 ∈ 𝒫𝑛 — это взаимно-однозначное отображение мно-
жества 1, 2, . . . , 𝑛 на себя. (См. §4 в пособии [1].) На мно-
жестве 𝒫𝑛 была введена операция умножения. (Про-
изведением подстановок 𝜏 и 𝜎 называется композиция
соответствующих отображений.) Вспоминая свойства
умножения подстановок, приходим к выводу: операция
умножения на множестве 𝒫𝑛 является ассоциативной
бинарной операцией. При 𝑛 > 3 эта операция не ком-
мутативна, а при 𝑛 = 2 коммутативна.

∙ Рассмотрим всевозможные векторы на плоскости с на-
чалом в фиксированной точке 𝑂. Пусть Γ𝜙 — отобра-
жение, которое поворачивает векторы на угол 𝜙 вокруг
точки 𝑂. (Если 𝜙 > 0, то поворот идет против часовой
стрелки). Через Γ обозначим множество всех таких
отображений. Кратко его называют “множеством пово-
ротов на плоскости”. На множестве Γ зададим бинар-
ную операцию — композицию отображений (называе-
мую также умножением). Отметим очевидное свойство
композиции: Γ𝜙 ∘ Γ𝜓 = Γ𝜙+𝜓. Операция композиции
отображений ассоциативна и коммутативна.

В большинстве рассмотренных примеров бинарные опера-
ции оказывались ассоциативными. Ниже мы будем рассмат-
ривать только ассоциативные бинарные операции.

Часто ассоциативную бинарную операцию называют умно-
жением и пишут 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑥𝑦, (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧 = 𝑥𝑦𝑧. Это так
называемая мультипликативная терминология.

Часто ассоциативную и коммутативную бинарную опера-
цию называют сложением и пишут 𝑥∘𝑦 = 𝑥+𝑦, (𝑥∘𝑦)∘𝑧 =
𝑥 + 𝑦 + 𝑧. Это так называемая аддитивная терминоло-
гия. Отметим, что аддитивную терминологию никогда не
используют, если операция не коммутативна.
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1.2. Нейтральный элемент. Пусть 𝑋 — множество с ас-
социативной бинарной операцией.

Определение 1.4. Элемент 𝑒′ ∈ 𝑋 называется левым
нейтральным элементом, если 𝑒′ ∘𝑥 = 𝑥 для любого 𝑥 ∈ 𝑋.

Определение 1.5. Элемент 𝑒′′ ∈ 𝑋 называется правым
нейтральным элементом, если 𝑥∘𝑒′′ = 𝑥 для любого 𝑥 ∈ 𝑋.

Определение 1.6. Элемент 𝑒 ∈ 𝑋 называется нейтраль-
ным элементом, если 𝑒 одновременно является левым и
правым нейтральным элементом, то есть 𝑒 ∘ 𝑥 = 𝑥 ∘ 𝑒 = 𝑥
для любого 𝑥 ∈ 𝑋.

Предложение 1.7. Пусть 𝑋 — множество с ассоциатив-
ной бинарной операцией. Пусть в 𝑋 существует левый
нейтральный элемент 𝑒′ и существует правый нейтраль-
ный элемент 𝑒′′. Тогда 𝑒′ = 𝑒′′.

Доказательство. По определению 𝑒′ имеем 𝑒′ ∘ 𝑥 = 𝑥 для
любого 𝑥 ∈ 𝑋 . Подставляя 𝑥 = 𝑒′′, получаем 𝑒′ ∘ 𝑒′′ = 𝑒′′.

Аналогично 𝑥 ∘ 𝑒′′ = 𝑥 для любого 𝑥 ∈ 𝑋. Подставляя
𝑥 = 𝑒′, получаем 𝑒′ ∘ 𝑒′′ = 𝑒′.

Сопоставляя полученные равенства 𝑒′∘𝑒′′ = 𝑒′′ и 𝑒′∘𝑒′′ = 𝑒′,
заключаем, что 𝑒′ = 𝑒′′. �

Следствие 1.8. Пусть 𝑋 — множество с ассоциативной
бинарной операцией.
1∘. Пусть в 𝑋 существует левый нейтральный элемент
𝑒′ и существует правый нейтральный элемент 𝑒′′. Тогда
существует нейтральный элемент 𝑒 = 𝑒′ = 𝑒′′ и он един-
ственен.
2∘. Пусть в 𝑋 существует нейтральный элемент 𝑒. Тогда
он единственен.

Доказательство. В условиях пункта 1∘ мы знаем, что 𝑒′ = 𝑒′′

в силу предложения 1.7. Тогда элемент 𝑒 = 𝑒′ = 𝑒′′ будет
нейтральным.
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Единственность нейтрального элемента 𝑒 проверяется сле-
дующим рассуждением. Предположим, что ̃︀𝑒 ∈ 𝑋 тоже
является нейтральным элементом. Элемент 𝑒, в частности,
является левым нейтральным, а элемент ̃︀𝑒, в частности,
является правым нейтральным. Они совпадают в силу пред-
ложения 1.7: 𝑒 = ̃︀𝑒. �

В мультипликативной терминологии нейтральный элемент
называют единичным элементом или просто единицей. Его
обычно обозначают 1. Тогда 𝑥1 = 1𝑥 = 𝑥.

В аддитивной терминологии нейтральный элемент назы-
вают нулевым элементом или просто нулем. Его обычно
обозначают 0. Тогда 𝑥 + 0 = 0 + 𝑥 = 𝑥.
1.3. Понятие обратного элемента. Пусть 𝑋 — множе-
ство с ассоциативной бинарной операцией. Пусть в 𝑋 суще-
ствует нейтральный элемент 𝑒.

Определение 1.9. Элемент 𝑎 ∈ 𝑋 называется левым
обратным к элементу 𝑥, если 𝑎 ∘ 𝑥 = 𝑒.

Определение 1.10. Элемент 𝑏 ∈ 𝑋 называется правым
обратным к элементу 𝑥, если 𝑥 ∘ 𝑏 = 𝑒.

Определение 1.11. Элемент 𝑐 ∈ 𝑋 называется обрат-
ным к элементу 𝑥, если 𝑐 одновременно является левым и
правым обратным к 𝑥, то есть, 𝑐 ∘ 𝑥 = 𝑥 ∘ 𝑐 = 𝑒.

Предложение 1.12. Пусть 𝑋 — множество с ассоциа-
тивной бинарной операцией, в котором существует ней-
тральный элемент 𝑒. Пусть для элемента 𝑥 ∈ 𝑋 суще-
ствует левый обратный элемент 𝑎 и существует правый
обратный элемент 𝑏. Тогда 𝑎 = 𝑏.

Доказательство. Имеем:
𝑎 = 𝑎 ∘ 𝑒 = 𝑎 ∘ (𝑥 ∘ 𝑏) = (𝑎 ∘ 𝑥) ∘ 𝑏 = 𝑒 ∘ 𝑏 = 𝑏.

Первое равенство выполнено по определению 𝑒, второе —
за счет определения правого обратного элемента (𝑥 ∘ 𝑏 = 𝑒).
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Третий переход справедлив из-за ассоциативности бинарной
операции, четвертый — в силу определения левого обратного
(𝑎 ∘ 𝑥 = 𝑒). В последнем равенстве опять использовано
определение 𝑒. �

Следствие 1.13. Пусть 𝑋 — множество с ассоциативной
бинарной операцией, в котором существует нейтральный
элемент 𝑒.
1∘. Пусть для 𝑥 ∈ 𝑋 существует левый обратный элемент
𝑎 и существует правый обратный элемент 𝑏. Тогда для 𝑥
существует обратный элемент 𝑐 = 𝑎 = 𝑏 и он единственен.
2∘. Пусть для 𝑥 ∈ 𝑋 существует обратный элемент 𝑐.
Тогда он единственен.

Упражнение. Докажите следствие 1.13 самостоятельно по
аналогии с доказательством следствия 1.8.

В мультипликативной терминологии обратный элемент к
𝑥 обозначают 𝑥−1. Имеем: 𝑥−1𝑥 = 𝑥𝑥−1 = 𝑒.

Следующие свойства удобно сформулировать в мульти-
пликативной терминологии.

∙ Нейтральный элемент обратим и обратный совпадает
с ним самим: 𝑒−1 = 𝑒, поскольку 𝑒 ∘ 𝑒 = 𝑒.

∙ Если для 𝑥 существует обратный 𝑥−1, то 𝑥−1 обратим,
причем (𝑥−1)−1 = 𝑥. Это следует из равенств

𝑥−1𝑥 = 𝑥𝑥−1 = 𝑒.

Предложение 1.14. Пусть 𝑋 — множество с ассоциа-
тивной бинарной операцией, в котором существует ней-
тральный элемент 𝑒. Пусть для элементов 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 суще-
ствуют обратные 𝑥−1, 𝑦−1. Тогда элемент 𝑥𝑦 обратим и
выполнено (𝑥𝑦)−1 = 𝑦−1𝑥−1.

Доказательство. Проверим, что элемент 𝑦−1𝑥−1 является
левым обратным к элементу 𝑥𝑦:

(𝑦−1𝑥−1)(𝑥𝑦) = 𝑦−1(𝑥−1𝑥)𝑦 = 𝑦−1𝑒𝑦 = 𝑦−1𝑦 = 𝑒.
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Мы воспользовались ассоциативностью операции, опреде-
лением обратного элемента и определением нейтрального
элемента.

По аналогии проверьте, что 𝑦−1𝑥−1 является также и пра-
вым обратным к элементу 𝑥𝑦. �

В аддитивной терминологии обратный элемент к 𝑥 назы-
вают противоположным элементу 𝑥 и обозначают (−𝑥).
Имеем: (−𝑥) + 𝑥 = 𝑥 + (−𝑥) = 0.

1.4. Группы.

Определение 1.15. Группой называется множество 𝑋 с
ассоциативной бинарной операцией, в котором существует
нейтральный элемент 𝑒 и любой элемент 𝑥 ∈ 𝑋 имеет
обратный.

Определение 1.16. Группа 𝑋 называется абелевой, если
бинарная операция коммутативна.

Предложение 1.17. Пусть 𝑋 — множество с ассоциа-
тивной бинарной операцией, в котором существует ней-
тральный элемент 𝑒. Пусть 𝑌 — множество всех обра-
тимых элементов из 𝑋. Тогда 𝑌 является группой.

Доказательство. Если 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌 , то существуют элементы
𝑥−1, 𝑦−1. Тогда в силу предложения 1.14 элемент 𝑥𝑦 обратим,
а значит, 𝑥𝑦 ∈ 𝑌 . Это показывает, что операция не выводит
за пределы множества 𝑌 , то есть является бинарной на 𝑌 .

Нейтральный элемент 𝑒 принадлежит 𝑌 , поскольку 𝑒 об-
ратим.

Наконец, если 𝑥 ∈ 𝑌 , то существует 𝑥−1. Тогда элемент 𝑥−1

тоже обратим (обратный к нему есть 𝑥), а значит, 𝑥−1 ∈ 𝑌 .
Из сказанного вытекает, что 𝑌 является группой. �

Предложение 1.17 дает нам способ, как можно выделить
группу в случае, когда не все элементы множества 𝑋 обра-
тимы.
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Определение 1.18. Пусть 𝐺 — группа. Подмножество
𝐻 ⊂ 𝐺 называется подгруппой группы 𝐺, если 𝐻 само
образует группу с той же операцией.

Чтобы проверить, что подмножество 𝐻 группы 𝐺 является
подгруппой, нужно проверить выполнение трех свойств:
1) если ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻, то ℎ1 ∘ ℎ2 ∈ 𝐻; 2) 𝑒 ∈ 𝐻; 3) если ℎ ∈ 𝐻,
то ℎ−1 ∈ 𝐻.
Упражнение. Являются ли свойства 1), 2) и 3) независи-
мыми?
Примеры.

∙ Рассмотрим множество 𝐺 из одного элемента, который
обозначим 𝑒. Зададим операцию умножения правилом
𝑒 · 𝑒 = 𝑒. Тогда 𝐺 — абелева группа.

∙ R с операцией сложения — абелева группа. Нейтраль-
ный элемент — число 0.
C, Q, Z также являются абелевыми группами по сло-
жению.
При этом Z — подгруппа в группах Q, R и C; Q —
подгруппа в группах R и C; R — подгруппа в группе C.

∙ Множество R с операцией умножения не образует груп-
пу. Операция бинарная и ассоциативная, существует
нейтральный элемент — число 1, но не каждый элемент
обратим. А именно, число 0 не имеет обратного.
Множество R ∖ {0} с операцией умножения — абелева
группа. (Этот пример является иллюстрацией приме-
нения предложения 1.17.)
Аналогично, множества C ∖ {0} и Q ∖ {0} с операцией
умножения — абелевы группы.
При этом Q ∖ {0} — подгруппа в группах R ∖ {0} и
C ∖ {0}; R ∖ {0} — подгруппа в группе C ∖ {0}.
Заметим, что Z∖{0} не образует группу по умножению.
Операция бинарная и ассоциативная, есть нейтраль-
ный элемент (число 1 является целым), но обратные
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числа к целым (числа вида 1/𝑛, 𝑛 ∈ Z) уже целыми не
являются.

∙ 𝑀𝑚,𝑛 с операцией сложения — абелева группа. Ней-
тральный элемент — нулевая матрица (размера 𝑚×𝑛).

∙ Рассмотрим теперь 𝑀𝑛 — множество квадратных мат-
риц с комплексными элементами. Считаем 𝑛 > 2. Би-
нарная операция умножения ассоциативна, существует
нейтральный элемент — единичная матрица (𝑛-го по-
рядка). Однако не каждая квадратная матрица обра-
тима. Поэтому 𝑀𝑛 не является группой по умножению.
Действуя по рецепту предложения 1.17, мы выделяем
группу:
𝐺𝐿(𝑛) = {𝐴 ∈ 𝑀𝑛 : det𝐴 ̸= 0} — группа неособых
матриц 𝑛-го порядка. Эта группа не является абелевой,
поскольку умножение для матриц некоммутативно.
Другие примеры групп матриц:
𝑆𝐿(𝑛) = {𝐴 ∈𝑀𝑛 : det𝐴 = 1};
𝑈(𝑛) — группа унитарных матриц 𝑛-го порядка;
𝑆𝑈(𝑛) — группа собственно унитарных матриц 𝑛-го
порядка (с det𝐴 = 1);
𝑂(𝑛) — группа ортогональных матриц 𝑛-го порядка;
𝑆𝑂(𝑛) — группа собственно ортогональных матриц 𝑛-го
порядка (с det𝐴 = 1).

Все эти группы — подгруппы группы 𝐺𝐿(𝑛).
Напомним, что групповые свойства унитарных и орто-
гональных матриц проверялись в разделе “Специаль-
ные классы квадратных матриц” (см. §9 в пособии [2]).
Здесь легко привести многочисленные примеры под-
групп. Скажем, 𝑆𝑈(𝑛) — подгруппа в группах 𝑈(𝑛),
𝑆𝐿(𝑛), 𝐺𝐿(𝑛).
Все перечисленные группы матриц не являются абе-
левыми. Приведем пример абелевой группы матриц —
группа диагональных неособых матриц 𝑛-го порядка.
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∙ 𝒫𝑛 — множество подстановок 𝑛-го порядка с операцией
умножения — это группа. Нейтральный элемент —
тождественная подстановка. При 𝑛 = 2 эта группа
абелева, а при 𝑛 > 3 — не абелева.

∙ Γ — множество поворотов на плоскости с операци-
ей умножения (композиции) — это абелева группа.
Нейтральный элемент — это поворот на нулевой угол
(т.е., тождественное отображение). Обратный элемент
к Γ𝜙 — это Γ−𝜙 (т.е., поворот на угол 𝜙 в другую сто-
рону).

Подчеркнем еще раз, что группа — не просто множество,
а пара — множество и заданная на нем бинарная операция
(удовлетворяющие свойствам из определения 1.15).

1.5. Кольца.

Определение 1.19. Пусть 𝑋 — множество с двумя ассо-
циативными бинарными операциями — сложением и умно-
жением. Множество 𝑋 называется кольцом, если
1) 𝑋— абелева группа по сложению;
2) операции связаны законом дистрибутивности:

(𝑥 + 𝑦)𝑧 = 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧, 𝑧(𝑥 + 𝑦) = 𝑧𝑥 + 𝑧𝑦

при любых 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋.

Определение 1.20. Если в кольце 𝑋 вторая операция
(умножение) коммутативна, то 𝑋 называется коммута-
тивным кольцом.

Поскольку кольцо 𝑋 является группой по сложению, в 𝑋
существует нулевой элемент 0 и каждый элемент 𝑥 ∈ 𝑋
имеет противоположный элемент (−𝑥).

Предложение 1.21. В кольце 𝑋 для любого элемента
𝑥 ∈ 𝑋 выполнено

0𝑥 = 𝑥0 = 0.
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Доказательство. По свойству нулевого элемента имеем:
𝑦 + 0 = 𝑦 для любого 𝑦 ∈ 𝑋. В частности, при 𝑦 = 0
получаем 0 + 0 = 0. Имеем:
0𝑥 = 0𝑥 + 0 = 0𝑥 + (0𝑥 + (−0𝑥)) = (0𝑥 + 0𝑥) + (−0𝑥)

= (0 + 0)𝑥 + (−0𝑥) = 0𝑥 + (−0𝑥) = 0.

В первом равенстве использовано определение нуля, во вто-
ром переходе — определение противоположных элементов
(их сумма равна нулю). Далее мы учли ассоциативность сло-
жения, а затем дистрибутивность, после чего использовали
равенство 0 + 0 = 0 и снова определение противоположных
элементов.

Тем самым равенство 0𝑥 = 0 проверено. Равенство 𝑥0 = 0
проверяется аналогично. �

Предложение 1.22. В кольце 𝑋 для любых элементов
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 выполнено

(−𝑥)𝑦 = −𝑥𝑦.

Доказательство. Имеем:
(−𝑥)𝑦 + 𝑥𝑦 = ((−𝑥) + 𝑥)𝑦 = 0𝑦 = 0.

Мы воспользовались дистрибутивностью, затем определени-
ем противоположных элементов и предложением 1.21. �

Для чисел (вещественных или комплексных) хорошо из-
вестно свойство: если 𝑥𝑦 = 0, то либо 𝑥 = 0, либо 𝑦 = 0.
В произвольном кольце это уже не так. Введем понятие
делителей нуля.

Определение 1.23. Пусть 𝑋 — кольцо. Элементы 𝑥, 𝑦∈𝑋
называют делителями нуля, если 𝑥 ̸= 0, 𝑦 ̸= 0, но 𝑥𝑦 = 0.

Определение 1.24. Если в кольце 𝑋 существуют дели-
тели нуля, то 𝑋 называют кольцом с делителями нуля.

Определение 1.25. Если в кольце 𝑋 не существуют дели-
тели нуля, то 𝑋 называют кольцом без делителей нуля.
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В произвольном кольце не обязательно существует еди-
ничный элемент (нейтральный элемент по умножению).
Определение 1.26. Если в кольце 𝑋 существует ней-
тральный элемент по умножению (единица), то 𝑋 назы-
вают кольцом с единицей.
Определение 1.27. Если в кольце 𝑋 не существует ней-
трального элемента по умножению, то 𝑋 называют коль-
цом без единицы.
Определение 1.28. Пусть 𝑋 — кольцо. Подмножество
𝑌 ⊂ 𝑋 называется подкольцом кольца 𝑋, если 𝑌 само
является кольцом (с теми же операциями).

Упражнение. Какие свойства нужно проверить, чтобы
убедиться, что 𝑌 — подкольцо кольца 𝑋?
Примеры.

∙ 𝑋 = {0} — кольцо из одного элемента 0. Операции
задаются правилами 0 + 0 = 0, 0 · 0 = 0.

∙ R с операциями сложения и умножения — коммута-
тивное кольцо с единицей и без делителей нуля.
C, Q, Z являются также коммутативными кольцами с
единицей и без делителей нуля.
При этом Z — подкольцо в кольцах Q, R и C; Q —
подкольцо в кольцах R и C; R — подкольцо в кольце C.

∙ “Искусственный” пример. Пусть 𝑋 = (0,+∞) — мно-
жество положительных чисел. В качестве операции
“сложения” ⊕ возьмем обычное умножение: 𝑥 ⊕ 𝑦 :=
𝑥𝑦, а операцию “умножения” ⊙ зададим по правилу:
𝑥 ⊙ 𝑦 := 𝑥ln 𝑦. Проверьте самостоятельно, что 𝑋 —
коммутативное кольцо.

∙ Множество квадратных матриц 𝑀𝑛 при 𝑛 > 2 с ком-
плексными элементами с операциями сложения и умно-
жения матриц — это некоммутативное кольцо с едини-
цей и с делителями нуля.
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Приведем пример делителей нуля для матриц второго
порядка: (︂

0 1
0 0

)︂(︂
1 0
0 0

)︂
=

(︂
0 0
0 0

)︂
.

∙ Пусть 𝑋 — множество квадратных матриц класса 𝑀𝑛

(при 𝑛 > 2), у которых последний столбец нулевой.
Легко убедиться, что 𝑋 — это некоммутативное кольцо
без единицы (единичная матрица не входит в 𝑋) и с
делителями нуля.

∙ Ω — множество полиномов с вещественными коэффи-
циентами любой степени (с операциями сложения и
умножения полиномов) — это коммутативное кольцо с
единицей (роль единицы играет многочлен 𝑃 (𝑡) ≡ 1) и
без делителей нуля.

∙ 𝐶([𝑎, 𝑏]) — множество непрерывных функций на ин-
тервале [𝑎, 𝑏] с операциями сложения и умножения
функций — это коммутативное кольцо с единицей и с
делителями нуля. Легко привести пример двух функ-
ций 𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡), являющихся делителями нуля. Пусть
𝑎 < 𝑐 < 𝑏,

𝑓1(𝑡) =

{︃
0, 𝑎 6 𝑡 6 𝑐,

𝑡− 𝑐, 𝑐 < 𝑡 6 𝑏,

𝑓2(𝑡) =

{︃
𝑐− 𝑡, 𝑎 6 𝑡 6 𝑐,

0, 𝑐 < 𝑡 6 𝑏.

Очевидно, 𝑓1(𝑡)𝑓2(𝑡) = 0 при всех 𝑎 6 𝑡 6 𝑏, то есть
𝑓1𝑓2 = 0.

∙ 𝐶0(R) — множество непрерывных функций 𝑓 (𝑡) на R,
для которых lim|𝑡|→∞ 𝑓 (𝑡) = 0. Множество 𝐶0(R) с опе-
рациями сложения и умножения функций образует
коммутативное кольцо без единицы (функция 𝑓 (𝑡) ≡ 1
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не стремится к нулю на бесконечности) и с делителями
нуля. Приведите пример делителей нуля.

Подчеркнем еще раз, что кольцо — не просто множество, а
тройка — множество и заданные на нем операции сложения
и умножения (удовлетворяющие свойствам из определе-
ния 1.19).

1.6. Поля.

Определение 1.29. Полем называется коммутативное
кольцо 𝑋 такое, что множество 𝑋 ∖ {0} образует группу
по умножению.

Таким образом, в поле 𝑋 существует нейтральный элемент
по умножению 𝑒 (единица), причем 𝑒 ̸= 0, и каждый элемент
𝑥 ̸= 0 обратим.

Предложение 1.30. 0 — единственный необратимый эле-
мент поля 𝑋.

Доказательство. Предположим, что 0 обратим, то есть,
существует элемент 𝑥 ∈ 𝑋 такой, что 0𝑥 = 𝑒. Но 0𝑥 = 0 в
силу предложения 1.21. Следовательно, 𝑒 = 0. Полученное
противоречие доказывает, что 0 необратим.

Единственность следует из определения поля: любой эле-
мент 𝑥 ̸= 0 обратим. �

Предложение 1.31. В поле 𝑋 нет делителей нуля.

Доказательство. Докажем методом от противного. Пред-
положим, что существуют делители нуля 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 , то есть
𝑥 ̸= 0, 𝑦 ̸= 0, но 𝑥𝑦 = 0. Поскольку 𝑥 ̸= 0, то существует
𝑥−1. Имеем:

𝑦 = 𝑒𝑦 = (𝑥−1𝑥)𝑦 = 𝑥−1(𝑥𝑦) = 𝑥−10 = 0.

Мы последовательно воспользовались определением едини-
цы, определением обратного элемента (𝑥−1𝑥 = 𝑒), ассоциа-
тивностью умножения, равенством 𝑥𝑦 = 0 и предложением
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1.21. Полученное равенство 𝑦 = 0 противоречит нашему
предположению, что 𝑦 ̸= 0. �

Определение 1.32. Пусть 𝑋 — поле. Множество 𝑌 ⊂ 𝑋
называется подполем поля 𝑋, если 𝑌 само является полем
(с теми же операциями).

Примеры.

∙ 𝑋 = {0; 1} — поле из двух элементов (нуля и единицы).
Операции задаются правилами

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0;

0 · 0 = 0, 0 · 1 = 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1.

Легко проверить, что выполнено свойство дистрибу-
тивности. Например,

(1 + 1) · 1 = 0 · 1 = 0,

с другой стороны,

1 · 1 + 1 · 1 = 1 + 1 = 0.

Следовательно,

(1 + 1) · 1 = 1 · 1 + 1 · 1.

Проверьте сами оставшиеся соотношения дистрибутив-
ности.

Этот пример не является искусственным, как кажется
на первый взгляд. Таким законам подчинена четность
целых чисел. Если каждому целому числу сопоставлять
его остаток при делении на 2 (0, если число четное, и 1,
если число нечетное), то при выполнении обычных дей-
ствий сложения и умножения целых чисел отвечающие
им остатки преобразуются по описанным правилам.
Например, то, что сумма двух нечетных чисел является
четным числом, выражается равенством 1 + 1 = 0.
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Таким образом, поле 𝑋 можно назвать полем остат-
ков при делении на 2, иначе, “полем вычетов по моду-
лю 2”.

∙ R с операциями сложения и умножения — поле.
C и Q также являются полями. При этом R и Q явля-
ются подполями поля C; Q — подполе поля R.

∙ 𝑋 = {𝑞+𝑟
√
2 : 𝑞, 𝑟 ∈ Q} — поле. При проверке следует

учесть, что умножение является бинарной операцией
на 𝑋 , поскольку

(𝑞1 + 𝑟1
√
2)(𝑞2 + 𝑟2

√
2) = 𝑞 + 𝑟

√
2,

где 𝑞 = 𝑞1𝑞2 + 2𝑟1𝑟2 ∈ Q, 𝑟 = 𝑞1𝑟2 + 𝑞2𝑟1 ∈ Q. Любое
число 𝑞 + 𝑟

√
2 ∈ 𝑋 ∖ {0} обратимо, причем

(𝑞 + 𝑟
√
2)−1 =

𝑞 − 𝑟
√
2

𝑞2 − 2𝑟2
= 𝑞 + 𝑟

√
2,

где

𝑞 =
𝑞

𝑞2 − 2𝑟2
∈ Q, 𝑟 = − 𝑟

𝑞2 − 2𝑟2
∈ Q.

Мы учитываем, что знаменатель здесь не обращается в
ноль: если 𝑞2−2𝑟2 = 0, то 𝑞 = ±𝑟

√
2, при рациональных

𝑞 и 𝑟 это означает, что 𝑞 = 𝑟 = 0, но мы предполагали,
что 𝑞 + 𝑟

√
2 ̸= 0.

1.7. Изоморфизм.

Определение 1.33. Говорят, что между множествами
𝑋 и 𝑌 установлено взаимно-однозначное соответствие
(биекция), если каждому элементу из 𝑋 сопоставлен неко-
торый элемент из 𝑌 , причем различным элементам из 𝑋
соответствуют различные элементы из 𝑌 и любой эле-
мент из 𝑌 отвечает некоторому элементу из 𝑋.

Изоморфизм — понятие очень общее. Общая идея такова.
Говорят, что множества 𝑋 и 𝑌 (на которых введена какая-то
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алгебраическая структура) изоморфны, если можно уста-
новить взаимно-однозначное соответствие между 𝑋 и 𝑌 ,
при котором операции соответствуют друг другу. Введем
строгое определение изоморфных групп.

Определение 1.34. Говорят, что группа 𝐻 изоморфна
группе 𝐺, если существует биекция 𝜙 : 𝐺 → 𝐻 такая,
что при отображении 𝜙 групповая операция в группе 𝐺
переходит в групповую операцию в группе 𝐻, то есть

𝜙(𝑔1
𝐺∘ 𝑔2) = 𝜙(𝑔1)

𝐻∘ 𝜙(𝑔2) ∀𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺.

Само отображение 𝜙 называют изоморфизмом.

Замечание. Легко убедиться, что изоморфизм групп — это
отношение эквивалентности на классе всех групп. То есть
выполняются три свойства:

1) 𝐺 изоморфна 𝐺 (в качестве 𝜙 можно взять тождествен-
ное отображение);

2) если группа 𝐻 изоморфна группе 𝐺, то 𝐺 изоморфна 𝐻
(если 𝜙 : 𝐺→ 𝐻 — изоморфизм, то можно взять обратное
отображение 𝜙−1 : 𝐻 → 𝐺);

3) если 𝐻 изоморфна 𝐺, а 𝐹 изоморфна 𝐻, то 𝐹 изо-
морфна 𝐺 (надо рассмотреть композицию изоморфизмов
𝜙 : 𝐺→ 𝐻 и 𝜓 : 𝐻 → 𝐹 ).

Предложение 1.35. Пусть группа 𝐻 изоморфна группе 𝐺
и 𝜙 : 𝐺→ 𝐻 — изоморфизм.

1) Пусть 𝑒𝐺 — нейтральный элемент в группе 𝐺 и 𝑒𝐻 —
нейтральный элемент в группе 𝐻. Тогда 𝜙(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻.

2) Если 𝜙(𝑔) = ℎ, то 𝜙(𝑔−1) = ℎ−1.

Доказательство. 1) Обозначим 𝑎 = 𝜙(𝑒𝐺) ∈ 𝐻. Проверим,
что 𝑎 является правым нейтральным элементом группы 𝐻.

Для каждого элемента ℎ ∈ 𝐻 найдется прообраз 𝑔 ∈ 𝐺,
такой что 𝜙(𝑔) = ℎ. Поскольку 𝑔 ∘ 𝑒𝐺 = 𝑔, то 𝜙(𝑔 ∘ 𝑒𝐺) =
𝜙(𝑔) = ℎ. С другой стороны, по свойству изоморфизма
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𝜙(𝑔 ∘ 𝑒𝐺) = 𝜙(𝑔) ∘ 𝜙(𝑒𝐺) = ℎ ∘ 𝑎. Следовательно, ℎ ∘ 𝑎 = ℎ
для любого ℎ ∈ 𝐻 , то есть 𝑎 — правый нейтральный элемент
группы 𝐻.

Аналогично можно проверить, что 𝑎 — левый нейтральный
элемент группы 𝐻.

2) Пусть 𝜙(𝑔) = ℎ. Обозначим 𝑏 = 𝜙(𝑔−1). Проверим, что
𝑏 является правым обратным к элементу ℎ. Имеем

ℎ ∘ 𝑏 = 𝜙(𝑔) ∘ 𝜙(𝑔−1) = 𝜙(𝑔 ∘ 𝑔−1) = 𝜙(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻 .

Мы воспользовались свойством изоморфизма, равенством
𝑔 ∘ 𝑔−1 = 𝑒𝐺 и уже доказанным свойством 𝜙(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻 .

Аналогично проверяется, что 𝑏 — левый обратный к ℎ. �

Если две группы изоморфны, то установить изоморфизм
можно разными способами (вообще говоря), то есть выбор
изоморфизма 𝜙 неоднозначен. Изоморфные группы могут
отличаться природой элементов, типом и названием опера-
ций. Но “групповые свойства” у изоморфных групп одина-
ковы. Например, если одна из изоморфных групп абелева,
то и вторая абелева.
Примеры.

∙ Пусть 𝐺 = R — абелева группа по сложению, 𝐻 =
(0,∞) — абелева группа по умножению. Эти группы
изоморфны, в качестве изоморфизма 𝜙 : 𝐺→ 𝐻 можно
выбрать отображение 𝜙(𝑥) = 𝑒𝑥. Ясно, что отображе-
ние 𝜙 : R → (0,∞) является взаимно-однозначным и
выполнено свойство

𝜙(𝑥 + 𝑦) = 𝑒𝑥+𝑦 = 𝑒𝑥𝑒𝑦 = 𝜙(𝑥)𝜙(𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ R.

В данном примере 𝑒𝐺 = 0, 𝑒𝐻 = 1, выполнено 𝜙(0) =
𝑒0 = 1, 𝜙(−𝑥) = 𝑒−𝑥 = (𝜙(𝑥))−1. Эти равенства иллю-
стрируют предложение 1.34.

∙ Пусть 𝐺 = Γ — (абелева) группа поворотов на плоско-
сти, 𝐻 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| = 1} — единичная окружность на
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комплексной плоскости — абелева группа по умноже-
нию. Эти группы изоморфны. В качестве изоморфизма
можно выбрать отображение 𝜙 : 𝐺→ 𝐻, переводящее
поворот Γ𝛼 на угол 𝛼 в число 𝑧 = 𝑒𝑖𝛼 ∈ 𝐻.

∙ Пусть𝐺 = Ω𝑛 — множество многочленов степени не вы-
ше 𝑛— абелева группа по сложению. Пусть𝐻 = R𝑛+1 —
абелева группа по сложению. Эти группы изоморф-
ны. Естественный изоморфизм 𝜙 : 𝐺→ 𝐻 сопоставля-
ет многочлену 𝑃 (𝑡) столбец из его коэффициентов

𝑃 (𝑡) = 𝑝0 + 𝑝1𝑡 + · · · + 𝑝𝑛𝑡
𝑛 ↦→ 𝜙(𝑃 ) =

⎛⎜⎜⎝
𝑝0
𝑝1...
𝑝𝑛

⎞⎟⎟⎠ .

При сложении многочленов их коэффициенты склады-
ваются, поэтому выполнено нужное свойство:

𝜙(𝑃1 + 𝑃2) = 𝜙(𝑃1) + 𝜙(𝑃2), 𝑃1, 𝑃2 ∈ Ω𝑛.

Аналогично вводится понятие изоморфизма для колец.

Определение 1.36. Говорят, что кольцо 𝑌 изоморфно
кольцу 𝑋, если существует биекция 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 такая,
что при отображении 𝜙 операции в кольце 𝑋 переходят в
операции в кольце 𝑌 , то есть

𝜙(𝑥1 + 𝑥2) = 𝜙(𝑥1) + 𝜙(𝑥2), 𝜙(𝑥1𝑥2) = 𝜙(𝑥1)𝜙(𝑥2)

для любых 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋. Само отображение 𝜙 называют
изоморфизмом.

Замечание. 1) Легко убедиться, что изоморфизм колец —
это отношение эквивалентности на классе всех колец.
2) Если кольца 𝑋 и 𝑌 изоморфны, то они автоматически бу-
дут изоморфны и как абелевы группы по сложению. 3) Если
𝜙 : 𝑋 → 𝑌 — изоморфизм, то 𝜙(0𝑋) = 0𝑌 и 𝜙(−𝑥) = −𝜙(𝑥)
в силу предложения 1.34.
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Если два кольца изоморфны, то их свойства как колец
одинаковы. Например, если одно кольцо коммутативно, то
и другое тоже коммутативно. Если одно — кольцо с едини-
цей, то и в другом есть единица. Если в одном кольце есть
делители нуля, то и в другом есть делители нуля.

Примеры.

∙ Пусть 𝑋 = (0,+∞) — кольцо, в котором операции ⊕
и ⊙ заданы по правилам 𝑥 ⊕ 𝑦 := 𝑥𝑦, 𝑥 ⊙ 𝑦 := 𝑥ln 𝑦.
Пусть 𝑌 = R — кольцо вещественных чисел (с обыч-
ными операциями сложения и умножения). Проверьте,
что отображение 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 , определенное формулой
𝜙(𝑥) = ln𝑥, задает изоморфизм этих колец.

∙ Пусть 𝑋 = Ω — кольцо многочленов любой степени.
Это коммутативное кольцо с единицей.

Пусть 𝑌 — кольцо финитных последовательностей.
Элементами 𝑌 являются последовательности веще-
ственных чисел вида

𝑐 = (𝑐0, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛, 0, 0, . . . ),

то есть, все элементы последовательности 𝑐 равны ну-
лю, начиная с некоторого номера (𝑐𝑗 = 0 при 𝑗 > 𝑛).
Номер 𝑛 для каждой последовательности свой. Дей-
ствие сложения задано естественным образом:

(𝑐 + 𝑑)𝑗 = 𝑐𝑗 + 𝑑𝑗, 𝑗 = 0, 1, . . .

Действие умножения задано как свертка:

(𝑐 * 𝑑)𝑗 =
𝑗∑︁
𝑙=0

𝑐𝑙𝑑𝑗−𝑙 = 𝑐0𝑑𝑗 + 𝑐1𝑑𝑗−1 + · · · + 𝑐𝑗−1𝑑1 + 𝑐𝑗𝑑0.

Проверьте, что 𝑌 образует коммутативное кольцо с
единицей. Роль единицы играет 𝑒 = (1, 0, 0, . . . )
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Кольца 𝑋 и 𝑌 изоморфны. В качестве изоморфиз-
ма естественно выбрать отображение 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 , со-
поставляющее многочлену 𝑃 (𝑡) финитную последова-
тельность его коэффициентов:

𝑃 (𝑡) = 𝑝0+𝑝1𝑡+· · ·+𝑝𝑛𝑡𝑛 ↦→ 𝜙(𝑃 ) = (𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, 0, 0, . . . ).

Проверьте, что выполнены свойства

𝜙(𝑃+𝑄) = 𝜙(𝑃 )+𝜙(𝑄), 𝜙(𝑃𝑄) = 𝜙(𝑃 )*𝜙(𝑄), 𝑃,𝑄 ∈ Ω.

§ 2. Конечномерные линейные пространства.
Базисы. Размерность

2.1. Определение линейного пространства. Пусть 𝐾 —
некоторое поле. Будем называть элементы поля 𝐾 “чис-
лами”. Введем понятие линейного пространства 𝐸 над по-
лем𝐾. Элементы из 𝐸 будем называть “векторами”. Синони-
мом термина “линейное пространство” является “векторное
пространство”. Часто мы будем говорить просто “простран-
ство”.

Определение 2.1. Пусть на множестве 𝐸 задана комму-
тативная и ассоциативная бинарная операция — сложе-
ние. Множество 𝐸 называется линейным пространством
над полем 𝐾, если выполнено следующее.

I. 𝐸 — абелева группа по сложению.
II. Задана (не бинарная) операция 𝐾×𝐸 → 𝐸, называемая

умножением вектора на число: паре (𝛼, 𝑥), где 𝛼 ∈ 𝐾,
𝑥 ∈ 𝐸, сопоставляется вектор 𝑦 = 𝛼𝑥 ∈ 𝐸. При этом
справедливы свойства (аксиомы):

1) (𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥 ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾, ∀𝑥 ∈ 𝐸;
2) 𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦 ∀𝛼 ∈ 𝐾, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸;
3) 𝛼(𝛽𝑥) = (𝛼𝛽)𝑥 ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾, ∀𝑥 ∈ 𝐸;
4) 1 · 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ 𝐸, где 1 ∈ 𝐾 — единица в поле 𝐾.

Поскольку линейное пространство 𝐸 — группа по сложе-
нию, в 𝐸 существует нейтральный элемент по сложению —
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нулевой вектор 0. У каждого вектора 𝑥 ∈ 𝐸 есть противо-
положный вектор (−𝑥) ∈ 𝐸, так что 𝑥 + (−𝑥) = 0. Через
0 ∈ 𝐾 будем обозначать нейтральный элемент по сложению
в поле 𝐾 (число ноль), через 1 ∈ 𝐾 — нейтральный элемент
по умножению в поле 𝐾 (единицу).
Следствия аксиом: выполнены следующие соотношения

1) 0 · 𝑥 = 0 при любом 𝑥 ∈ 𝐸;
2) 𝛼 · 0 = 0 при любом 𝛼 ∈ 𝐾;
3) (−1) · 𝑥 = −𝑥 при любом 𝑥 ∈ 𝐸.

Доказательство. 1) Имеем:
0 · 𝑥 = 0 · 𝑥 + 0 = 0 · 𝑥 + (0 · 𝑥 + (−0 · 𝑥))

= (0 · 𝑥 + 0 · 𝑥) + (−0 · 𝑥) = (0 + 0) · 𝑥 + (−0 · 𝑥)
= 0 · 𝑥 + (−0 · 𝑥) = 0.

В первом переходе использовано определение нулевого век-
тора, затем — определение противоположных элементов,
в третьем переходе использована ассоциативность сложе-
ния, затем аксиома 1. В пятом переходе мы учли равенство
0 + 0 = 0 в поле 𝐾 и опять определение противоположных
элементов.

2) Имеем:

𝛼 · 0 = 𝛼(0 · 0) = (𝛼 · 0) · 0 = 0 · 0 = 0.

Мы учли уже доказанное первое свойство при 𝑥 = 0 (равен-
ство 0 · 0 = 0). Во втором переходе использована аксиома 3.
Затем применяется свойство 𝛼 · 0 = 0 в поле 𝐾 (это свойство
справедливо в любом кольце, в частности в поле). Нако-
нец, снова применяется уже доказанное первое свойство при
𝑥 = 0.

3) Проверим, что 𝑥 + (−1) · 𝑥 = 0. Имеем:

𝑥 + (−1) · 𝑥 = 1 · 𝑥 + (−1) · 𝑥 = (1 + (−1))𝑥 = 0 · 𝑥 = 0.

Сначала использована аксиома 4, затем аксиома 1. В тре-
тьем переходе использовано определение противоположных
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элементов в поле 𝐾 (равенство 1 + (−1) = 0). Наконец,
в последнем переходе применяется уже доказанное первое
свойство. �

Примеры.
∙ Рассмотрим пространство 𝐸 = 𝐾𝑛 над полем 𝐾, со-

стоящее из 𝑛-мерных векторов (с координатами из по-
ля 𝐾). Линейные действия — сложение и умножение
на число вводятся покомпонентно. Пусть

�⃗� =

⎛⎜⎜⎝
𝜉1

𝜉2
...
𝜉𝑛

⎞⎟⎟⎠ , �⃗� =

⎛⎜⎜⎝
𝜂1

𝜂2
...
𝜂𝑛

⎞⎟⎟⎠ ∈ 𝐾𝑛, 𝛼 ∈ 𝐾.

По определению,

�⃗� + �⃗� :=

⎛⎜⎜⎝
𝜉1 + 𝜂1

𝜉2 + 𝜂2
...

𝜉𝑛 + 𝜂𝑛

⎞⎟⎟⎠ , 𝛼�⃗� :=

⎛⎜⎜⎝
𝛼𝜉1

𝛼𝜉2
...

𝛼𝜉𝑛

⎞⎟⎟⎠ .

Частные случаи — пространства R𝑛, C𝑛, Q𝑛.
∙ Можно рассмотреть пространство 𝐸 = C𝑛 как про-

странство над полем R. Сложение задается как прежде,
а умножение — только на вещественные числа.

∙ Множество 𝐸 =𝑀𝑚,𝑛 матриц размера 𝑚× 𝑛 с веще-
ственными элементами (с обычными действиями сло-
жения матриц и умножения матриц на вещественные
числа) образует линейное пространство над полем R.

∙ Множество 𝐸 = Ω𝑛 многочленов степени не выше 𝑛
с вещественными коэффициентами образует линейное
пространство над полем R.

∙ Множество 𝐸 = Ω многочленов любой степени с веще-
ственными коэффициентами образует линейное про-
странство над полем R.
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∙ Множество 𝐸 = 𝐶([𝑎, 𝑏]) непрерывных функций с ве-
щественными значениями на отрезке [𝑎, 𝑏] образует
линейное пространство над полем R.

∙ Множество 𝐸 = 𝐶0(R) непрерывных функций 𝑓(𝑡)
на оси с вещественными значениями, стремящихся к
нулю при |𝑡| → ∞, образует линейное пространство
над полем R.

2.2. Изоморфизм линейных пространств.

Определение 2.2. Пусть 𝐸1, 𝐸2 — линейные пространства
над полем 𝐾. Говорят, что пространство 𝐸2 изоморфно
пространству 𝐸1, если существует взаимно-однозначное
отображение 𝐽 : 𝐸1 → 𝐸2 такое, что

𝐽(𝑥1 + 𝑥2) = 𝐽𝑥1 + 𝐽𝑥2 ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐸1;

𝐽(𝛼𝑥) = 𝛼𝐽𝑥 ∀𝑥 ∈ 𝐸, ∀𝛼 ∈ 𝐾.

Само отображение 𝐽 называют изоморфизмом.

Проверьте самостоятельно, что изоморфизм — это отноше-
ние эквивалентности на классе всех линейных пространств
над данным полем 𝐾.
Замечание. Если пространства 𝐸1 и 𝐸2 изоморфны, то
автоматически они изоморфны и как группы по сложению.
Пусть 𝐽 : 𝐸1 → 𝐸2 — изоморфизм. Тогда 𝐽01 = 02 и
𝐽(−𝑥) = −𝐽𝑥 при любом 𝑥 ∈ 𝐸1. Здесь 01 — ноль в 𝐸1, 02 —
ноль в 𝐸2. Достаточно сослаться на предложение 1.35.
Примеры.
∙ Пространство Ω𝑛 многочленов степени не выше 𝑛 с ве-

щественными коэффициентами изоморфно простран-
ству R𝑛+1. Проверьте, что отображение 𝐽 : Ω𝑛 → R𝑛+1,
переводящее многочлен 𝑃 (𝑡) = 𝑝0+𝑝1𝑡+𝑝2𝑡

2+ · · ·+𝑝𝑛𝑡𝑛
в вектор

𝐽𝑃 =

⎛⎝𝑝0...
𝑝𝑛

⎞⎠ ∈ R𝑛+1,
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является изоморфизмом.
∙ Пространство 𝐸 = C𝑛, рассматриваемое как простран-

ство над полем R, изоморфно R2𝑛. Очевидно, отобра-
жение 𝐽 : C𝑛 → R2𝑛, определенное по правилу

�⃗� =

⎛⎝𝑎1 + 𝑖𝑏1...
𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛

⎞⎠ ∈ C𝑛 ↦→ 𝐽�⃗� =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎1
𝑏1...
𝑎𝑛
𝑏𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ R2𝑛,

является изоморфизмом. Здесь 𝑎𝑗, 𝑏𝑗 ∈ R.
∙ Пространство 𝐸 =𝑀𝑚,𝑛 матриц размера 𝑚× 𝑛 с ве-

щественными элементами изоморфно R𝑚𝑛. Очевидно,
отображение 𝐽 :𝑀𝑚,𝑛 → R𝑚𝑛, переводящее матрицу

𝑎 =

⎛⎝𝛼11 𝛼12 . . . 𝛼1𝑛... ... . . . ...
𝛼𝑚1 𝛼𝑚2 . . . 𝛼𝑚𝑛

⎞⎠ ∈𝑀𝑚,𝑛

в вектор

𝐽𝑎 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼11

𝛼12...
𝛼1𝑛...
𝛼𝑚1

𝛼𝑚2...
𝛼𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ R𝑚𝑛,

является изоморфизмом.

2.3. Линейная зависимость и линейная независимость.

Определение 2.3. Пусть 𝐸 — линейное пространство
над полем 𝐾. Набор векторов 𝑥1, . . . 𝑥𝑝 ∈ 𝐸 называется
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линейно зависимым, если найдутся числа 𝛼1, . . . , 𝛼𝑝 ∈ 𝐾,
хотя бы одно из которых не равно нулю, такие что

𝑝∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑥𝑗 = 0. (2.1)

Определение 2.4. Пусть 𝐸 — линейное пространство над
полем 𝐾. Набор векторов 𝑥1, . . . 𝑥𝑝 ∈ 𝐸 называется линейно
независимым, если он не является линейно зависимым.

Иначе говоря, набор 𝑥1, . . . 𝑥𝑝 ∈ 𝐸 линейно независим, если
равенство (2.1) выполнено только при 𝛼𝑗 = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.

Проверьте самостоятельно следующие простые свойства:
1) Если набор содержит 0, то этот набор линейно зависим.
2) Если набор линейно зависим, то любой расширенный

набор также линейно зависим.
3) Если набор линейно независим, то любой меньший набор

также линейно независим.

Предложение 2.5. Пусть пространство 𝐸2 изоморфно
пространству 𝐸1 и 𝐽 : 𝐸1 → 𝐸2 — изоморфизм.
1) Если {𝑥1, . . . , 𝑥𝑝} — линейно зависимый набор в 𝐸1, то
{𝑦1, . . . , 𝑦𝑝} — линейно зависимый набор в 𝐸2, где 𝑦𝑘 = 𝐽𝑥𝑘,
𝑘 = 1, . . . , 𝑝.
2) Если {𝑥1, . . . , 𝑥𝑝} — линейно независимый набор в 𝐸1,
то {𝑦1, . . . , 𝑦𝑝} — линейно независимый набор в 𝐸2.

Доказательство. 1) Дано: найдутся числа 𝛼1, . . . , 𝛼𝑝 ∈ 𝐾,
хотя бы одно из которых не равно нулю, такие что

𝑝∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑥𝑘 = 01.

Поскольку

𝐽
(︁ 𝑝∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑥𝑘

)︁
=

𝑝∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑦𝑘,



31

то
𝑝∑︁

𝑘=1

𝛼𝑘𝑦𝑘 = 02.

Это означает, что набор {𝑦1, . . . , 𝑦𝑝} линейно зависим.
2) Предположим, что

𝑝∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑦𝑘 = 02.

Требуется доказать, что все коэффициенты равны нулю.
Поскольку

𝐽−1
(︁ 𝑝∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑦𝑘

)︁
=

𝑝∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑥𝑘,

то
𝑝∑︁

𝑘=1

𝛼𝑘𝑥𝑘 = 01.

Нам дано, что набор {𝑥1, . . . , 𝑥𝑝} линейно независим. Сле-
довательно, 𝛼𝑘 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝. �

Пример.
Пусть 𝐾 = R, 𝐸 = R𝑛. Рассмотрим набор векторов

�⃗�𝑗 =

⎛⎜⎜⎝
𝜉1𝑗
𝜉2𝑗...
𝜉𝑛𝑗

⎞⎟⎟⎠ ∈ R𝑛, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.

Составим матрицу

𝑋 =

⎛⎜⎜⎝
𝜉11 𝜉12 . . . 𝜉1𝑝
𝜉21 𝜉22 . . . 𝜉2𝑝
. . . . . . . . . . . .
𝜉𝑛1 𝜉𝑛2 . . . 𝜉𝑛𝑝

⎞⎟⎟⎠ ∈𝑀𝑛,𝑝.

По определению ранга по столбцам, ранг 𝑟(𝑋) равен макси-
мальному числу линейно независимых столбцов матрицы
𝑋 . Выводы:
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1) Если 𝑟(𝑋) = 𝑝, то набор �⃗�1, . . . , �⃗�𝑝 линейно независим.
2) Если 𝑟(𝑋) < 𝑝, то набор �⃗�1, . . . , �⃗�𝑝 линейно зависим. В

частности, если 𝑝 > 𝑛, то набор �⃗�1, . . . , �⃗�𝑝 заведомо линейно
зависим.

3) Отдельно обсудим случай 𝑝 = 𝑛. Если det𝑋 ̸= 0, то
набор �⃗�1, . . . , �⃗�𝑛 линейно независим. Если det𝑋 = 0, то
набор �⃗�1, . . . , �⃗�𝑛 линейно зависим.

Замечание. В первом семестре мы изучали матрицы с ве-
щественными или комплексными элементами. Точно также
можно рассматривать матрицы с элементами из произволь-
ного поля 𝐾. Понятие определителей и их свойства, понятие
ранга, теорема о ранге переносятся на матрицы с элемен-
тами из поля 𝐾. Доказательства не меняются. Поэтому
рассмотренный только что пример можно распространить и
на систему векторов в пространстве 𝐾𝑛.

Предложение 2.6. Пространства 𝐾𝑛 и 𝐾𝑚 при 𝑛 ̸= 𝑚 не
изоморфны.

Доказательство. Пусть 𝑛 > 𝑚. В 𝐾𝑛 рассмотрим набор из
𝑛 линейно независимых векторов, например, набор стан-
дартных ортов

�⃗�1 =

⎛⎜⎜⎝
1
0
...
0

⎞⎟⎟⎠ , �⃗�2 =

⎛⎜⎜⎝
0
1
...
0

⎞⎟⎟⎠ , . . . , �⃗�𝑛 =

⎛⎜⎜⎝
0
0
...
1

⎞⎟⎟⎠ ∈ 𝐾𝑛.

Доказательство проведем методом от противного. Пред-
положим, что пространство 𝐾𝑚 изоморфно пространству
𝐾𝑛 и 𝐽 : 𝐾𝑛 → 𝐾𝑚 — изоморфизм. Обозначим �⃗�𝑘 = 𝐽�⃗�𝑘,
𝑘 = 1, . . . , 𝑛. В силу предложения 2.5 набор �⃗�1, . . . , �⃗�𝑛 ли-
нейно независим в 𝐾𝑚. Но это противоречит следствию из
теоремы о ранге: если 𝑛 > 𝑚, то в 𝐾𝑚 любой набор из 𝑛
векторов линейно зависим. �
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2.4. Базисы. Координаты.

Определение 2.7. Пусть 𝐸 — линейное пространство
над полем 𝐾. Набор векторов {𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛} (где 𝑒𝑗 ∈ 𝐸)
называется базисом в 𝐸, если

1) набор {𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛} линейно независим;
2) для любого 𝑥 ∈ 𝐸 набор {𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛, 𝑥} линейно за-

висим.

Говоря кратко, базис — это максимальный линейно неза-
висимый набор векторов в 𝐸.

Разумеется, из определения не следует, что во всяком ли-
нейном пространстве существует базис. В следующем пункте
мы приведем примеры так называемых бесконечномерных
пространств, в которых не существует конечного базиса.

Предложение 2.8. Пусть 𝐸1, 𝐸2 — изоморфные линей-
ные пространства над полем 𝐾. Пусть 𝐽 : 𝐸1 → 𝐸2 —
изоморфизм. Пусть в 𝐸1 существует базис {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}.
Обозначим ̃︀𝑒𝑗 := 𝐽𝑒𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Тогда набор {̃︀𝑒1, . . . , ̃︀𝑒𝑛}
является базисом в пространстве 𝐸2.

Докажите это утверждение самостоятельно, используя
предложение 2.5.

Предложение 2.9. Пусть 𝐸 — линейное пространство
над полем 𝐾. Пусть в 𝐸 существует базис {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}.
Тогда для любого вектора 𝑥 ∈ 𝐸 существует единственный
набор чисел 𝜉𝑗 ∈ 𝐾, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, такой что

𝑥 = 𝜉1𝑒1 + · · · + 𝜉𝑛𝑒𝑛. (2.2)

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ 𝐸. Докажем существование чи-
сел 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 таких, что верно (2.2). По определению базиса
набор {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛, 𝑥} линейно зависим. Это означает, что
найдутся числа 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, 𝛼 ∈ 𝐾, хотя бы одно из которых
отлично от нуля, такие что

𝛼1𝑒1 + · · · + 𝛼𝑛𝑒𝑛 + 𝛼𝑥 = 0. (2.3)
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Заведомо 𝛼 ̸= 0. (Если бы было 𝛼 = 0, то хотя бы один
коэффициент 𝛼𝑗 ̸= 0, и получилось бы, что набор {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}
линейно зависим.) Поделим (2.3) на 𝛼 и придем к равенству

𝑥 = −𝛼−1𝛼1𝑒1 − · · · − 𝛼−1𝛼𝑛𝑒𝑛.

Этим доказано (2.2) при 𝜉𝑗 = −𝛼−1𝛼𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.
Перейдем к доказательству единственности представле-

ния (2.2). Предположим, что 𝑥 можно представить еще в
виде

𝑥 = 𝜂1𝑒1 + · · · + 𝜂𝑛𝑒𝑛.

Тогда 𝜉1𝑒1 + · · · + 𝜉𝑛𝑒𝑛 = 𝜂1𝑒1 + · · · + 𝜂𝑛𝑒𝑛. Следовательно,

(𝜉1 − 𝜂1)𝑒1 + · · · + (𝜉𝑛 − 𝜂𝑛)𝑒𝑛 = 0.

Поскольку набор {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} линейно независим, отсюда
следует, что все коэффициенты равны нулю: 𝜉𝑗 − 𝜂𝑗 = 0,
𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Таким образом, 𝜂𝑗 = 𝜉𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. �

Определение 2.10. Пусть 𝐸 — линейное пространство
над полем 𝐾. Пусть в 𝐸 существует базис {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}.
Пусть 𝑥 ∈ 𝐸. Числа 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛, такие что выполнено (2.2),
называются координатами вектора 𝑥 в базисе {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}.

Теорема 2.11. Пусть 𝐸 — линейное пространство над
полем 𝐾. Пусть в 𝐸 существует базис {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}. Тогда
пространство 𝐸 изоморфно пространству 𝐾𝑛.

Доказательство. Построим отображение 𝐽 : 𝐸 → 𝐾𝑛 по
следующему правилу: 𝐽 переводит вектор 𝑥 =

∑︀𝑛
𝑘=1 𝜉

𝑘𝑒𝑘 в
вектор

𝐽𝑥 = �⃗� =

⎛⎜⎜⎝
𝜉1

𝜉2
...
𝜉𝑛

⎞⎟⎟⎠ ∈ 𝐾𝑛.

В силу предложения 2.9 это отображение взаимно-однознач-
ное.
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Проверим, что 𝐽(𝑥 + 𝑦) = 𝐽𝑥 + 𝐽𝑦 и 𝐽(𝛼𝑥) = 𝛼𝐽𝑥 при
любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, 𝛼 ∈ 𝐾. Пусть 𝑦 =

∑︀𝑛
𝑘=1 𝜂

𝑘𝑒𝑘. Тогда

𝐽𝑦 = �⃗� =

⎛⎜⎜⎝
𝜂1

𝜂2
...
𝜂𝑛

⎞⎟⎟⎠ ∈ 𝐾𝑛.

В силу аксиом в пространстве 𝐸 имеем:

𝑥 + 𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜉𝑘 + 𝜂𝑘)𝑒𝑘,

а потому

𝐽(𝑥 + 𝑦) =

⎛⎜⎜⎝
𝜉1 + 𝜂1

𝜉2 + 𝜂2
...

𝜉𝑛 + 𝜂𝑛

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝜉1

𝜉2
...
𝜉𝑛

⎞⎟⎟⎠ +

⎛⎜⎜⎝
𝜂1

𝜂2
...
𝜂𝑛

⎞⎟⎟⎠ = 𝐽𝑥 + 𝐽𝑦.

Аналогично, 𝛼𝑥 =
∑︀𝑛

𝑘=1(𝛼𝜉
𝑘)𝑒𝑘, поэтому

𝐽(𝛼𝑥) =

⎛⎜⎜⎝
𝛼𝜉1

𝛼𝜉2
...

𝛼𝜉𝑛

⎞⎟⎟⎠ = 𝛼

⎛⎜⎜⎝
𝜉1

𝜉2
...
𝜉𝑛

⎞⎟⎟⎠ = 𝛼𝐽𝑥. �

2.5. Размерность линейного пространства. Пусть в
пространстве 𝐸 существует базис {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}. Число 𝑛 на-
зывают длиной базиса.

Теорема 2.12. Пусть 𝐸 — линейное пространство над
полем 𝐾. Пусть в пространстве 𝐸 существует базис
{𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} и существует базис {𝑓1, . . . , 𝑓𝑚}. Тогда 𝑚 = 𝑛.
Иначе говоря, все базисы в 𝐸 имеют одинаковую длину.

Доказательство. Поскольку в пространстве 𝐸 существует
базис {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}, по теореме 2.11 пространство 𝐸 изоморф-
но 𝐾𝑛. С другой стороны, в 𝐸 существует базис {𝑓1, . . . , 𝑓𝑚}.
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Тогда по той же теореме 𝐸 изоморфно 𝐾𝑚. В силу транзи-
тивности изоморфизма получаем, что 𝐾𝑚 и 𝐾𝑛 изоморфны.
Отсюда следует, что 𝑚 = 𝑛 (см. предложение 2.6). �

Определение 2.13. Пусть 𝐸 — линейное пространство
над полем 𝐾. Если в 𝐸 существует базис {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} либо
𝐸 = {0}, то 𝐸 называют конечномерным линейным про-
странством. В первом случае длину базиса (число 𝑛) на-
зывают размерностью пространства 𝐸. В случае 𝐸 = {0}
размерность равна нулю по определению.

Иными словами, размерность пространства — это мак-
симальное число линейно независимых элементов в этом
пространстве. Для размерности используем обозначение

dim𝐸 = 𝑛.

Определение 2.14. Пусть 𝐸 — линейное пространство
над полем 𝐾. Если в 𝐸 существуют сколь угодно длин-
ные линейно независимые наборы, то 𝐸 называют беско-
нечномерным линейным пространством. По определению,
размерность такого пространства принимается равной
бесконечности.

Замечание 2.15. С помощью аксиомы выбора можно пока-
зать, что в любом линейном пространстве 𝐸 существует,
вообще говоря бесконечный, базис (его еще называют ба-
зисом Гамеля), т.е. такой линейно независимый набор,
что любой вектор из 𝐸 представляется в виде конечной
линейной комбинации векторов этого набора, см. [6, §2,
п. 20]. Изучение бесконечномерных пространств и связан-
ных с ними объектов — предмет функционального анализа.
Заинтересованный читатель может найти подробности
в книге [7].

Примеры.
∙ Пространство 𝐸 = 𝑀𝑚,𝑛 матриц размера 𝑚 × 𝑛 с

вещественными элементами конечномерно. Рассмотрим
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“матричные единицы” 𝑒𝑖𝑗, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛: в
матрице 𝑒𝑖𝑗 элемент в 𝑖-ой строке и 𝑗-ом столбце равен
1, а остальные элементы равны нулю. Проверьте, что
набор {𝑒𝑖𝑗}, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, образует базис.
Тогда dim𝐸 = 𝑚𝑛.

∙ Пространство Ω𝑛 многочленов степени не выше 𝑛 с ве-
щественными коэффициентами. “Стандартный” базис
в Ω𝑛 образуют многочлены 𝑒0, 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛, где

𝑒0(𝑡) = 1, 𝑒1(𝑡) = 𝑡, 𝑒2(𝑡) = 𝑡2, . . . , 𝑒𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛.

Тогда dimΩ𝑛 = 𝑛 + 1.
∙ Пространство Ω многочленов любой степени с веще-

ственными коэффициентами бесконечномерно, посколь-
ку для любого 𝑛 набор многочленов 1, 𝑡, . . . , 𝑡𝑛 линейно
независим.

∙ Пространство 𝐶([0, 1]) равномерно непрерывных функ-
ций на интервале [0, 1] бесконечномерно. (Достаточно
заметить, что это пространство содержит многочлены
любой степени.)

Теорема 2.16. Пусть 𝐸 — конечномерное линейное про-
странство над полем 𝐾, dim𝐸 = 𝑛 > 1. Тогда справедливо
следующее:

1) любой набор из (𝑛+1)-го вектора в 𝐸 линейно зависим;
2) если набор из 𝑛 векторов в 𝐸 линейно независим, то

он образует базис в 𝐸;
3) если набор из 𝑝 < 𝑛 векторов в 𝐸 линейно независим,

то его можно дополнить до базиса в 𝐸.

Доказательство. 1) В силу теоремы 2.11 пространство 𝐸
изоморфно 𝐾𝑛. В 𝐾𝑛 любой набор из (𝑛 + 1)-го вектора
линейно зависим. Тогда согласно предложению 2.5 то же
верно в пространстве 𝐸.
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2) Пусть набор {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} линейно независим. Для любого
𝑥 ∈ 𝐸 набор {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛, 𝑥} линейно зависим в силу уже
доказанного утверждения 1. Тогда {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} — базис в 𝐸
(по определению базиса).

3) Пусть 𝑦1, . . . , 𝑦𝑝 — линейно независимый набор, при-
чем 𝑝 < 𝑛. Тогда существует вектор 𝑦𝑝+1 такой, что набор
𝑦1, . . . , 𝑦𝑝, 𝑦𝑝+1 линейно независим. Иначе набор {𝑦1, . . . , 𝑦𝑝}
был бы базисом, что невозможно из-за условия 𝑝 < 𝑛. Если
𝑝+1 = 𝑛, то базис {𝑦1, . . . , 𝑦𝑝, 𝑦𝑝+1} построен. Если 𝑝+1 < 𝑛,
продолжаем процесс. В итоге за 𝑛− 𝑝 шагов мы достроим
набор 𝑦1, . . . , 𝑦𝑝 до базиса в 𝐸. �

Предложение 2.17. Пусть 𝐸1, 𝐸2 — конечномерные ли-
нейные пространства над полем 𝐾. Пространства 𝐸1 и 𝐸2

изоморфны тогда и только тогда, когда dim𝐸1 = dim𝐸2.

Доказательство. Обозначим dim𝐸1 = 𝑛, dim𝐸2 = 𝑚. В
силу теоремы 2.11 пространство 𝐸1 изоморфно 𝐾𝑛, а про-
странство 𝐸2 изоморфно 𝐾𝑚.

Необходимость. Дано: 𝐸1 и 𝐸2 изоморфны. В силу транзи-
тивности изоморфизма пространства 𝐾𝑛 и 𝐾𝑚 изоморфны.
Следовательно, 𝑛 = 𝑚.

Достаточность. Дано: 𝑚 = 𝑛. Тогда 𝐸1 изоморфно 𝐾𝑛 и
𝐸2 также изоморфно 𝐾𝑛. В силу транзитивности изомор-
физма пространства 𝐸1 и 𝐸2 изоморфны. �

Упражнение. Пусть dim𝐸1 = dim𝐸2 = 𝑛. Можно опи-
сать все изоморфизмы 𝐽 : 𝐸1 → 𝐸2. Фиксируем базис
{𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} в 𝐸1. Пусть {𝑓1, . . . , 𝑓𝑛} — некоторый базис в 𝐸2.
Рассмотрим линейное отображение 𝐽 : 𝐸1 → 𝐸2, определен-
ное по правилу 𝐽𝑒𝑘 = 𝑓𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Тогда 𝐽 переводит
вектор 𝑥 =

∑︀𝑛
𝑘=1 𝜉

𝑘𝑒𝑘 в вектор 𝐽𝑥 =
∑︀𝑛

𝑘=1 𝜉
𝑘𝑓𝑘. Убедитесь,

что отображение 𝐽 — изоморфизм. Покажите, что, переби-
рая всевозможные базисы {𝑓1, . . . , 𝑓𝑛} в 𝐸2, мы переберем
всевозможные изоморфизмы 𝐽 .



39

§ 3. Подпространства. Линейные суммы

3.1. Определение подпространств. Примеры.

Определение 3.1. Пусть 𝐸 — линейное пространство над
полем 𝐾. Множество 𝐹 ⊂ 𝐸 называется подпростран-
ством пространства 𝐸, если 𝐹 само является линейным
пространством (над тем же полем и с теми же операци-
ями).

Чтобы проверить, что непустое множество 𝐹 ⊂ 𝐸 явля-
ется подпространством, достаточно проверить замкнутость
множества 𝐹 относительно сложения и умножения на число,
то есть проверить, что

𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐹 ⇒ 𝑓1 + 𝑓2 ∈ 𝐹 ;

𝑓 ∈ 𝐹, 𝛼 ∈ 𝐾 ⇒ 𝛼𝑓 ∈ 𝐹.

Отсюда автоматически следует, что 0 ∈ 𝐹 и −𝑓 ∈ 𝐹 , если
𝑓 ∈ 𝐹 . Оба свойства следуют из замкнутости 𝐹 относи-
тельно умножения на число, поскольку 0 = 0 · 𝑓 для любого
элемента 𝑓 ∈ 𝐹 и −𝑓 = (−1) · 𝑓 .

Отметим следующие свойства подпространства 𝐹 про-
странства 𝐸:

1) Если 𝑓𝑗 ∈ 𝐹 , 𝛼𝑗 ∈ 𝐾, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, то
∑︀𝑝

𝑗=1 𝛼𝑗𝑓𝑗 ∈ 𝐹 .
2) dim𝐹 6 dim𝐸.
Действительно, если 𝑓1, . . . , 𝑓𝑝 — линейно независимый

набор в 𝐹 , то он одновременно является и линейно незави-
симым набором в 𝐸. Значит, максимальная длина линейно
независимого набора в 𝐹 не превосходит максимальной дли-
ны линейно независимого набора в 𝐸.

В любом пространстве 𝐸 можно рассмотреть подпростран-
ство 𝐹0 = {0}, состоящее из одного нулевого вектора, и
подпространство 𝐹 = 𝐸, совпадающее со всем простран-
ством 𝐸.

Определение 3.2. Подпространства {0} и 𝐸 называются
несобственными подпространствами пространства 𝐸.



40

Определение 3.3. Подпространство 𝐹 называется соб-
ственным подпространством пространства 𝐸, если 𝐹 не
совпадает с {0} и с 𝐸.

Предложение 3.4. Пусть 𝐸 — конечномерное линейное
пространство над полем 𝐾. Пусть 𝐹 — собственное под-
пространство пространства 𝐸. Тогда

0 < dim𝐹 < dim𝐸.

Доказательство. 1) Поскольку 𝐹 — собственное подпро-
странство пространства 𝐸, то найдется элемент 𝑓 ∈ 𝐹 ,
𝑓 ̸= 0. Набор из одного элемента 𝑓 является линейно неза-
висимым. Следовательно, dim𝐹 > 1.

2) Мы знаем, что dim𝐹 6 dim𝐸. Предположим, что
dim𝐹 = dim𝐸 = 𝑛. Тогда в 𝐹 существует базис {𝑓1, . . . , 𝑓𝑛}.
Этот набор линейно независим в 𝐸 и в силу теоремы 2.16
он является базисом в 𝐸. Отсюда следует, что любой век-
тор 𝑥 ∈ 𝐸 можно представить как линейную комбинацию
векторов 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 из 𝐹 , а потому 𝑥 ∈ 𝐹 . Следовательно,
𝐹 = 𝐸. Это противоречит предположению о том, что 𝐹 —
собственное подпространство пространства 𝐸.

Таким образом, мы показали, что dim𝐹 < dim𝐸. �

Примеры.
∙ В пространстве 𝐸 = 𝐾𝑛 рассмотрим подпространство
𝐹 , состоящее из векторов вида

�⃗� =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜉1

𝜉2
...

𝜉𝑛−1

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Тогда dim𝐹 = 𝑛− 1.
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∙ В пространстве 𝐸 = 𝐾𝑛 рассмотрим подпространство
𝐹 , состоящее из векторов вида

�⃗� =

⎛⎜⎜⎝
𝜉1

𝜉2
...
𝜉𝑛

⎞⎟⎟⎠ ,

для которых 𝜉1+· · ·+𝜉𝑛 = 0. Проверьте, что 𝐹 является
подпространством и dim𝐹 = 𝑛−1. Найдите какой-либо
базис в 𝐹 .

∙ В пространстве 𝐸 = Ω𝑛 рассмотрим подпространства

𝐹1 = {𝑃 ∈ Ω𝑛 : 𝑃 (1) = 0},

𝐹2 = {𝑃 ∈ Ω𝑛 : 𝑃 (1) = 0, 𝑃 ′(1) = 0}.
Найдите какие-либо базисы в 𝐹1 и 𝐹2 и определите
размерности этих подпространств.

∙ В пространстве 𝐸 = 𝑀𝑛 матриц с вещественными
элементами рассмотрим подпространство 𝐹 , состоящее
из симметричных матриц. Найдите какой-либо базис и
определите размерность подпространства 𝐹 .

3.2. Линейная оболочка множества.

Определение 3.5. Пусть 𝐸 — линейное пространство
над полем 𝐾. Пусть 𝑀 ⊂ 𝐸 — некоторое подмножество.
Линейной оболочкой множества 𝑀 называется подпро-
странство 𝐹 =: ℒ(𝑀 ) пространства 𝐸 такое, что 𝑀 ⊂ 𝐹
и 𝐹 — наименьшее из всех подпространств, содержащих
𝑀 . То есть, если ̃︀𝐹 — подпространство пространства 𝐸
и 𝑀 ⊂ ̃︀𝐹 , то 𝐹 ⊂ ̃︀𝐹 .

Предложение 3.6. Пусть 𝐸 — линейное пространство
над полем 𝐾. Пусть 𝑀 ⊂ 𝐸 — некоторое подмножество.
Тогда линейная оболочка множества 𝑀 совпадает с мно-
жеством всех конечных линейных комбинаций элементов
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из 𝑀 :

ℒ(𝑀) =

=
{︁
𝑓 =

𝑝∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑓𝑘; 𝛼𝑘 ∈ 𝐾, 𝑓𝑘 ∈𝑀, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝; 𝑝 ∈ N
}︁
.

(3.1)

Доказательство. Обозначим правую часть (3.1) через 𝐹 .
Проверим, что 𝐹 замкнуто относительно сложения и умно-
жения на число. Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹 , то есть, справедливы пред-
ставления 𝑓 =

∑︀𝑝
𝑘=1 𝛼𝑘𝑓𝑘 и 𝑔 =

∑︀𝑞
𝑗=1 𝛽𝑗𝑔𝑗, где 𝑓𝑘 ∈ 𝑀 ,

𝛼𝑘 ∈ 𝐾 (𝑘 = 1, . . . , 𝑝), 𝑔𝑗 ∈ 𝑀 , 𝛽𝑗 ∈ 𝐾 (𝑗 = 1, . . . , 𝑞).
Пусть 𝛾 ∈ 𝐾. Тогда 𝑓 + 𝑔 и 𝛾𝑓 также являются конечными
линейными комбинациями элементов из 𝑀 :

𝑓 + 𝑔 = 𝛼1𝑓1 + · · · + 𝛼𝑝𝑓𝑝 + 𝛽1𝑔1 + · · · + 𝛽𝑞𝑔𝑞 ∈ 𝐹,

𝛾𝑓 = (𝛾𝛼1)𝑓1 + · · · + (𝛾𝛼𝑝)𝑓𝑝 ∈ 𝐹.

Следовательно, 𝐹 — подпространство пространства 𝐸.
Пусть ̃︀𝐹 — подпространство пространства 𝐸, содержащее

множество 𝑀 . Тогда ̃︀𝐹 обязано содержать все конечные
линейные комбинации элементов из 𝑀 , то есть 𝐹 ⊂ ̃︀𝐹 .

Мы убедились, что 𝐹 является наименьшим подпростран-
ством, содержащим в себе 𝑀 . Следовательно, линейная
оболочка множества 𝑀 совпадает с 𝐹 . �

Примеры.
∙ В пространстве 𝐸 = R3 рассмотрим множество 𝑀 ,

состоящее из двух векторов:

𝑀 = {𝑓1, 𝑓2}, 𝑓1 =

⎛⎝1
1
0

⎞⎠ , 𝑓2 =

⎛⎝0
0
1

⎞⎠ .
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Тогда ℒ(𝑀) — это плоскость вида

ℒ(𝑀) =

⎧⎨⎩𝑓 = 𝛼𝑓1 + 𝛽𝑓2 =

⎛⎝𝛼𝛼
𝛽

⎞⎠ , 𝛼, 𝛽 ∈ R

⎫⎬⎭ .

∙ В пространстве𝐸 = 𝐶([0, 1]) рассмотрим множество𝑀 ,
состоящее из счетного числа функций 𝑓𝑘(𝑡) = 𝑡𝑘, 𝑘 ∈ N.
Тогда линейной оболочкой множества 𝑀 является Ω —
пространство многочленов любой степени.

Предложение 3.7. Пусть 𝐸 — линейное пространство
над полем 𝐾. Пусть 𝑀 = {𝑓1, . . . , 𝑓𝑝} ⊂ 𝐸. Тогда верно
следующее:

1) dimℒ(𝑀) 6 𝑝;
2) dimℒ(𝑀) = 𝑝 тогда и только тогда, когда набор

{𝑓1, . . . , 𝑓𝑝} линейно независим.

Доказательство. Построим базис в ℒ(𝑀 ). Пусть 𝑓1, . . . , 𝑓𝑞 —
максимальный линейно независимый набор элементов из
𝑀 . (За счет перенумерации элементов считаем, что это пер-
вые 𝑞 элементов.) Тогда оставшиеся элементы 𝑓𝑞+1, . . . , 𝑓𝑝
являются линейными комбинациями элементов 𝑓1, . . . , 𝑓𝑞:

𝑓𝑘 =

𝑞∑︁
𝑙=1

𝛽𝑙𝑘𝑓𝑙, 𝑘 = 𝑞 + 1, . . . , 𝑝.

(Это проверяется обычным образом: набор 𝑓1, . . . , 𝑓𝑞, 𝑓𝑘 ли-
нейно зависим, следовательно, 𝛼1𝑓1 + · · · + 𝛼𝑞𝑓𝑞 + 𝛼𝑓𝑘 = 0,
причем хотя бы один коэффициент здесь отличен от нуля.
Тогда заведомо 𝛼 ̸= 0, иначе набор 𝑓1, . . . , 𝑓𝑞 был бы линейно
зависимым. Остается поделить равенство на 𝛼.)

Пусть 𝑔 ∈ ℒ(𝑀). В силу предложения 3.6 элемент 𝑔 яв-
ляется линейной комбинацией элементов из 𝑀 , то есть,
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𝑔 =
∑︀𝑝

𝑘=1 𝛾𝑘𝑓𝑘. Тогда

𝑔 =

𝑞∑︁
𝑙=1

𝛾𝑙𝑓𝑙 +

𝑝∑︁
𝑘=𝑞+1

𝛾𝑘𝑓𝑘 =

=

𝑞∑︁
𝑙=1

𝛾𝑙𝑓𝑙 +

𝑝∑︁
𝑘=𝑞+1

𝛾𝑘

𝑞∑︁
𝑙=1

𝛽𝑙𝑘𝑓𝑙 =

𝑞∑︁
𝑙=1

𝜇𝑙𝑓𝑙,

где 𝜇𝑙 = 𝛾𝑙 +
∑︀𝑝

𝑘=𝑞+1 𝛾𝑘𝛽
𝑙
𝑘. Мы показали, что любой элемент

𝑔 ∈ ℒ(𝑀) можно разложить по линейно независимому на-
бору 𝑓1, . . . , 𝑓𝑞. Следовательно, этот набор образует базис
в ℒ(𝑀).

Отсюда следует, что dimℒ(𝑀) = 𝑞 6 𝑝 и равенство
dimℒ(𝑀) = 𝑝 выполнено тогда и только тогда, когда набор
𝑓1, . . . , 𝑓𝑝 линейно независим. �

3.3. Пересечения подпространств.

Предложение 3.8. Пусть 𝐸 — линейное пространство
над полем 𝐾. Пусть 𝐹 и 𝐺 — два подпространства про-
странства 𝐸. Тогда пересечение 𝐹 ∩𝐺 является подпро-
странством пространства 𝐸, причем

dim𝐹 ∩𝐺 6 min{dim𝐹, dim𝐺}. (3.2)

Доказательство. Проверим, что 𝐹 ∩ 𝐺 замкнуто относи-
тельно сложения и умножения на число.

Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹 ∩ 𝐺. Поскольку 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹 , то 𝑓 + 𝑔 ∈ 𝐹 .
Поскольку 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐺, то 𝑓 + 𝑔 ∈ 𝐺. Следовательно, 𝑓 + 𝑔 ∈
𝐹 ∩𝐺.

Пусть 𝑓 ∈ 𝐹 ∩𝐺 и 𝛼 ∈ 𝐾. Поскольку 𝑓 ∈ 𝐹 , то 𝛼𝑓 ∈ 𝐹 .
Поскольку 𝑓 ∈ 𝐺, то 𝛼𝑓 ∈ 𝐺. Следовательно, 𝛼𝑓 ∈ 𝐹 ∩𝐺.

Таким образом, доказано, что 𝐹 ∩ 𝐺 является подпро-
странством пространства 𝐸.

Вместе с тем 𝐹 ∩ 𝐺 можно рассматривать как подпро-
странство пространства 𝐹 , а потому

dim𝐹 ∩𝐺 6 dim𝐹.
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Аналогично 𝐹 ∩𝐺 — это подпространство пространства 𝐺,
а потому

dim𝐹 ∩𝐺 6 dim𝐺.

Таким образом, выполнено (3.2). �

Примеры.
∙ В пространстве 𝐸 =𝑀 2 рассмотрим два трехмерных

подпространства — подпространство симметричных
матриц

𝐹 =

{︂
𝑎 =

(︂
𝛼 𝛾
𝛾 𝛽

)︂}︂
, 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R,

и подпространство матриц с нулевым следом

𝐺 =

{︂
𝑏 =

(︂
𝜆 𝜇
𝜈 −𝜆

)︂}︂
, 𝜆, 𝜇, 𝜈 ∈ R.

Пересечение 𝐿 = 𝐹 ∩𝐺 — это двумерное подпростран-
ство

𝐿 =

{︂
𝑎 =

(︂
𝜆 𝛾
𝛾 −𝜆

)︂}︂
, 𝜆, 𝛾 ∈ R.

∙ В пространстве 𝐸 = R3 рассмотрим двумерные под-
пространства (плоскости)

𝐹 =

⎧⎨⎩𝑓 =

⎛⎝𝛼𝛽
0

⎞⎠⎫⎬⎭ , 𝐺 =

⎧⎨⎩�⃗� =
⎛⎝𝛾𝛾
𝛿

⎞⎠⎫⎬⎭ , 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ R.

Пересечение 𝐿 = 𝐹 ∩𝐺 — это прямая

𝐿 =

⎧⎨⎩𝑓 = 𝛼

⎛⎝1
1
0

⎞⎠⎫⎬⎭ , 𝛼 ∈ R.

Этот же пример показывает, что объединение 𝐹 ∪𝐺
в общем случае не является подпространством. На-
пример, складывая вектор �⃗�1 из 𝐹 и вектор �⃗�3 из 𝐺,
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получаем

�⃗�1 + �⃗�3 =

⎛⎝1
0
1

⎞⎠ ̸∈ 𝐹 ∪𝐺.

3.4. Линейные суммы подпространств.

Определение 3.9. Пусть 𝐹 и 𝐺 — подпространства про-
странства 𝐸. Линейной суммой 𝐹 и 𝐺 называется мно-
жество элементов вида 𝑓 + 𝑔, где 𝑓 ∈ 𝐹 и 𝑔 ∈ 𝐺:

𝐹 +𝐺 = {𝑥 = 𝑓 + 𝑔 : 𝑓 ∈ 𝐹, 𝑔 ∈ 𝐺}.

Предложение 3.10. Пусть 𝐹 и 𝐺 — подпространства
пространства 𝐸. Тогда линейная сумма 𝐹 +𝐺 является
подпространством пространства 𝐸 и совпадает с линейной
оболочкой объединения:

𝐹 +𝐺 = ℒ(𝐹 ∪𝐺). (3.3)

Доказательство. Проверим, что 𝐹 + 𝐺 замкнуто относи-
тельно сложения и умножения на число.

Пусть 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐹 +𝐺. Тогда 𝑥1 = 𝑓1 + 𝑔1, 𝑥2 = 𝑓2 + 𝑔2, где
𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐹 и 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺. Следовательно,

𝑥1 + 𝑥2 = (𝑓1 + 𝑓2) + (𝑔1 + 𝑔2).

Поскольку 𝑓1 + 𝑓2 ∈ 𝐹 , 𝑔1 + 𝑔2 ∈ 𝐺, то 𝑓 + 𝑔 ∈ 𝐹 +𝐺.
Пусть 𝑥 ∈ 𝐹 +𝐺 и 𝛼 ∈ 𝐾. Тогда 𝑥 = 𝑓 + 𝑔, где 𝑓 ∈ 𝐹 и

𝑔 ∈ 𝐺. Имеем: 𝛼𝑥 = 𝛼𝑓 + 𝛼𝑔. Поскольку 𝛼𝑓 ∈ 𝐹 и 𝛼𝑔 ∈ 𝐺,
то 𝛼𝑥 ∈ 𝐹 +𝐺.

Таким образом, доказано, что 𝐹 + 𝐺 является подпро-
странством пространства 𝐸.

Теперь проверим (3.3). Очевидно, 𝐹 + 𝐺 ⊂ ℒ(𝐹 ∪ 𝐺),
поскольку любой вектор вида 𝑥 = 𝑓 + 𝑔, где 𝑓 ∈ 𝐹 , 𝑔 ∈ 𝐺,
является линейной комбинацией двух векторов 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹 ∪𝐺.

Обратно, пусть 𝑥 ∈ ℒ(𝐹 ∪𝐺). Тогда 𝑥 представим в виде
конечной линейной комбинации векторов из 𝐹∪𝐺 (а каждый
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вектор из объединения принадлежит 𝐹 либо 𝐺):

𝑥 =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑓𝑗 +

𝑞∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘𝑔𝑘, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑝 ∈ 𝐹, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑞 ∈ 𝐺.

Обозначая
∑︀𝑝

𝑗=1 𝛼𝑗𝑓𝑗 = 𝑓 ∈ 𝐹 ,
∑︀𝑞

𝑘=1 𝛽𝑘𝑔𝑘 = 𝑔 ∈ 𝐺, получа-
ем 𝑥 = 𝑓 + 𝑔 ∈ 𝐹 +𝐺. Следовательно, ℒ(𝐹 ∪𝐺) ⊂ 𝐹 +𝐺.

Из проверенных включений

𝐹 +𝐺 ⊂ ℒ(𝐹 ∪𝐺), ℒ(𝐹 ∪𝐺) ⊂ 𝐹 +𝐺

вытекает равенство (3.3). �

Предложение 3.11. Пусть 𝐹 и 𝐺 — подпространства
пространства 𝐸. Представление любого вектора 𝑥 ∈ 𝐹 +𝐺
в виде 𝑥 = 𝑓+𝑔, 𝑓 ∈ 𝐹 , 𝑔 ∈ 𝐺, единственно тогда и только
тогда, когда 𝐹 ∩𝐺 = {0}.

Доказательство. Необходимость. Дано: для любого векто-
ра 𝑥 ∈ 𝐹 +𝐺 представление в виде 𝑥 = 𝑓 + 𝑔, 𝑓 ∈ 𝐹 , 𝑔 ∈ 𝐺,
единственно.

Предположим, что 𝐹 ∩𝐺 ̸= {0}. Тогда найдется 𝑥 ̸= 0 и
𝑥 ∈ 𝐹 ∩𝐺. Этот вектор можно представить в двух разных
видах: 𝑥 = 𝑥 + 0, 𝑥 ∈ 𝐹 , 0 ∈ 𝐺, и 𝑥 = 0 + 𝑥, 0 ∈ 𝐹 , 𝑥 ∈ 𝐺.
Полученное противоречие доказывает, что 𝐹 ∩𝐺 = {0}.

Достаточность. Дано: 𝐹 ∩𝐺 = {0}.
Пусть вектор 𝑥 ∈ 𝐹 +𝐺 можно записать в виде 𝑥 = 𝑓 + 𝑔,

𝑓 ∈ 𝐹 , 𝑔 ∈ 𝐺, а также в виде 𝑥 = ̃︀𝑓 +̃︀𝑔, ̃︀𝑓 ∈ 𝐹 , ̃︀𝑔 ∈ 𝐺. Тогда

𝑓 + 𝑔 = ̃︀𝑓 + ̃︀𝑔 ⇒ 𝑓 − ̃︀𝑓 = ̃︀𝑔 − 𝑔.

В последнем равенстве левая часть принадлежит 𝐹 , а правая
принадлежит 𝐺. Следовательно,

𝑓 − ̃︀𝑓 = ̃︀𝑔 − 𝑔 ∈ 𝐹 ∩𝐺.

Поскольку 𝐹 ∩𝐺 = {0}, то 𝑓− ̃︀𝑓 = ̃︀𝑔−𝑔 = 0. Следовательно,̃︀𝑓 = 𝑓 и ̃︀𝑔 = 𝑔, то есть, представление для 𝑥 единственно. �
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Определение 3.12. Линейная сумма подпространств 𝐹+𝐺
называется прямой суммой и обозначается 𝐹 u𝐺, если для
любого вектора 𝑥 ∈ 𝐹 +𝐺 представление в виде 𝑥 = 𝑓 + 𝑔,
𝑓 ∈ 𝐹 , 𝑔 ∈ 𝐺, единственно.

Определение линейной суммы переносится на несколько
слагаемых.

Определение 3.13. Пусть 𝐸 — линейное пространство
над полем 𝐾. Пусть 𝐹1, . . . , 𝐹𝑝 — подпространства про-
странства 𝐸. Линейной суммой подпространств 𝐹1, . . . , 𝐹𝑝
называется множество

𝐹 = 𝐹1+· · ·+𝐹𝑝 =
{︀
𝑥 = 𝑓1+· · ·+𝑓𝑝 : 𝑓𝑗 ∈ 𝐹𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝

}︀
.

Как и в случае двух слагаемых, легко убедиться, что ли-
нейная сумма 𝐹 = 𝐹1 + · · · + 𝐹𝑝 — это подпространство
пространства 𝐸.

Определение 3.14. Линейная сумма 𝐹1 + · · · + 𝐹𝑝 называ-
ется прямой суммой и обозначается 𝐹1 u · · ·u 𝐹𝑝, если для
любого 𝑥 ∈ 𝐹1+· · ·+𝐹𝑝 представление в виде 𝑥 = 𝑓1+· · ·+𝑓𝑝,
𝑓𝑗 ∈ 𝐹𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, единственно.

Замечание. Предложение 3.11 буквально не переносится
на случай нескольких слагаемых. Для того, чтобы сумма
𝐹1 + · · · + 𝐹𝑝 была прямой, необходимо и достаточно, чтобы
пересечение каждого пространства 𝐹𝑗 с суммой оставшихся
было тривиальным, то есть

𝐹𝑗 ∩
(︁∑︁
𝑘 ̸=𝑗

𝐹𝑘

)︁
= {0}, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.

Докажите это утверждение самостоятельно в качестве упраж-
нения.
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3.5. Размерность линейной суммы.

Теорема 3.15. Пусть 𝐸 — линейное пространство над
полем 𝐾. Пусть 𝐹 и 𝐺 — два конечномерных подпростран-
ства пространства 𝐸. Тогда

dim(𝐹 +𝐺) = dim𝐹 + dim𝐺− dim(𝐹 ∩𝐺). (3.4)

Доказательство. Обозначим

dim𝐹 = 𝑝, dim𝐺 = 𝑞, dim(𝐹 ∩𝐺) = 𝑟.

Выберем базис {ℎ1, . . . , ℎ𝑟} в𝐻 = 𝐹∩𝐺. Так как𝐻 является
подпространством пространства 𝐹 , этот набор можно допол-
нить до базиса {ℎ1, . . . , ℎ𝑟; 𝑓1, . . . , 𝑓𝑝−𝑟} в 𝐹 . Аналогично, 𝐻
является подпространством пространства 𝐺, а потому этот
набор можно дополнить до базиса {ℎ1, . . . , ℎ𝑟; 𝑔1, . . . , 𝑔𝑞−𝑟}
в 𝐺.

Рассмотрим теперь набор

{ℎ1, . . . , ℎ𝑟; 𝑓1, . . . , 𝑓𝑝−𝑟; 𝑔1, . . . , 𝑔𝑞−𝑟} ⊂ 𝐹 +𝐺 (3.5)

и проверим, что этот набор образует базис в 𝐹 +𝐺. Отсюда
будет следовать требуемое равенство

dim(𝐹 +𝐺) = 𝑟 + (𝑝− 𝑟) + (𝑞 − 𝑟) = 𝑝 + 𝑞 − 𝑟.

Сначала проверим, что набор (3.5) линейно независим.
Предположим, что

𝑟∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘ℎ𝑘 +

𝑝−𝑟∑︁
𝑙=1

𝛽𝑙𝑓𝑙 +

𝑞−𝑟∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗𝑔𝑗 = 0. (3.6)

Требуется показать, что все коэффициенты в этой линейной
комбинации равны нулю. Обозначим

ℎ =

𝑟∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘ℎ𝑘 ∈ 𝐹 ∩𝐺, 𝑓 =

𝑝−𝑟∑︁
𝑙=1

𝛽𝑙𝑓𝑙 ∈ 𝐹, 𝑔 =

𝑞−𝑟∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗𝑔𝑗 ∈ 𝐺.
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Имеем: 𝑔 = −ℎ−𝑓 . Поскольку 𝑔 ∈ 𝐺 и −ℎ−𝑓 ∈ 𝐹 , из этого
равенства следует, что 𝑔 ∈ 𝐹 ∩ 𝐺. Разложим 𝑔 по базису
{ℎ1, . . . , ℎ𝑟}: 𝑔 =

∑︀𝑟
𝑘=1 𝛿𝑘ℎ𝑘. В итоге получаем

𝑟∑︁
𝑘=1

𝛿𝑘ℎ𝑘 = −
𝑟∑︁

𝑘=1

𝛼𝑘ℎ𝑘 −
𝑝−𝑟∑︁
𝑙=1

𝛽𝑙𝑓𝑙

⇒
𝑟∑︁

𝑘=1

(𝛿𝑘 + 𝛼𝑘)ℎ𝑘 +

𝑝−𝑟∑︁
𝑙=1

𝛽𝑙𝑓𝑙 = 0.

Поскольку набор {ℎ1, . . . , ℎ𝑟; 𝑓1, . . . , 𝑓𝑝−𝑟} линейно незави-
сим (это базис в 𝐹 ), отсюда следует, что 𝛿𝑘 + 𝛼𝑘 = 0 при
𝑘 = 1, . . . , 𝑟 (впрочем, это нам не понадобится) и 𝛽𝑙 = 0 при
𝑙 = 1, . . . , 𝑝− 𝑟. С учетом 𝛽𝑙 = 0 равенство (3.6) принимает
вид

𝑟∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘ℎ𝑘 +

𝑞−𝑟∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗𝑔𝑗 = 0.

Поскольку набор {ℎ1, . . . , ℎ𝑟; 𝑔1, . . . , 𝑔𝑞−𝑟} линейно незави-
сим (это базис в 𝐺), отсюда следует, что 𝛼𝑘 = 0 (𝑘 = 1, . . . , 𝑟)
и 𝛾𝑗 = 0 (𝑗 = 1, . . . , 𝑞 − 𝑟). Мы убедились, что набор (3.5)
линейно независим.

Проверим теперь, что любой элемент 𝑥 ∈ 𝐹 + 𝐺 можно
разложить по набору (3.5). Имеем 𝑥 = 𝑓 + 𝑔, где 𝑓 ∈ 𝐹 ,
𝑔 ∈ 𝐺. Разложим 𝑓 по базису {ℎ1, . . . , ℎ𝑟; 𝑓1, . . . , 𝑓𝑝−𝑟} в 𝐹 ,
а 𝑔 разложим по базису {ℎ1, . . . , ℎ𝑟; 𝑔1, . . . , 𝑔𝑞−𝑟} в 𝐺:

𝑓 =

𝑟∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘ℎ𝑘 +

𝑝−𝑟∑︁
𝑙=1

𝜂𝑙𝑓𝑙, 𝑔 =
𝑟∑︁

𝑘=1

̃︀𝜉𝑘ℎ𝑘 + 𝑞−𝑟∑︁
𝑗=1

𝜁𝑗𝑔𝑗.

Тогда

𝑥 = 𝑓 + 𝑔 =
𝑟∑︁

𝑘=1

(𝜉𝑘 + ̃︀𝜉𝑘)ℎ𝑘 + 𝑝−𝑟∑︁
𝑙=1

𝜂𝑙𝑓𝑙 +

𝑞−𝑟∑︁
𝑗=1

𝜁𝑗𝑔𝑗.
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Это и есть искомое разложение. Итак, мы доказали, что
набор (3.5) образует базис в 𝐹 + 𝐺. Как уже отмечалось,
отсюда вытекает равенство (3.4). �

Пример.
В пространстве 𝐸 = R3 рассмотрим две плоскости

𝐹 =

⎧⎨⎩𝑓 =

⎛⎝𝛼𝛽
0

⎞⎠⎫⎬⎭ , 𝐺 =

⎧⎨⎩�⃗� =
⎛⎝𝛾𝛾
𝛿

⎞⎠⎫⎬⎭ , 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ R.

Проверьте, что 𝐹 +𝐺 = R3. Пересечение 𝐹 ∩𝐺 — это прямая

𝐹 ∩𝐺 =

⎧⎨⎩𝑓 = 𝛼

⎛⎝1
1
0

⎞⎠⎫⎬⎭ , 𝛼 ∈ R.

В данном примере имеем:

dim𝐹 = dim𝐺 = 2, dim𝐹 ∩𝐺 = 1, dim(𝐹 +𝐺) = 3.

Иллюстрация равенства (3.4): 3 = 2 + 2− 1.

Следствие 3.16. Размерность прямой суммы конечномер-
ных подпространств равна сумме их размерностей:

dim(𝐹 u𝐺) = dim𝐹 + dim𝐺. (3.7)

Доказательство. В силу предложения 3.11, 𝐹 ∩𝐺 = {0}.
Следовательно, dim(𝐹∩𝐺) = 0. Тогда из (3.4) вытекает (3.7).

�

Замечание. Утверждение о размерности прямой суммы
распространяется на случай нескольких слагаемых:

dim(𝐹1 u · · ·u 𝐹𝑝) =
𝑝∑︁
𝑗=1

dim𝐹𝑗.
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3.6. Прямое дополнение подпространства.
Определение 3.17. Пусть 𝐹 — подпространство линей-
ного пространства 𝐸. Подпространство 𝐺 пространства
𝐸 называется прямым дополнением подпространства 𝐹 ,
если 𝐹 u𝐺 = 𝐸.
Предложение 3.18. Пусть 𝐸 — конечномерное простран-
ство над полем 𝐾. Пусть 𝐹 — подпространство простран-
ства 𝐸. Тогда существует прямое дополнение 𝐺 подпро-
странства 𝐹 , так что 𝐹 u𝐺 = 𝐸.
Доказательство. Обозначим dim𝐸 = 𝑛, dim𝐹 = 𝑝. Если
𝐹 — несобственное подпространство пространства 𝐸, то
утверждение очевидно: если 𝐹 = {0}, то 𝐺 = 𝐸; если
𝐹 = 𝐸, то 𝐺 = {0}.

Предположим теперь, что 𝐹 — собственное подпростран-
ство пространства 𝐸. В этом случае 1 6 𝑝 6 𝑛− 1. Выберем
базис {𝑓1, . . . , 𝑓𝑝} в подпространстве 𝐹 . Дополним этот на-
бор до базиса {𝑓1, . . . , 𝑓𝑝; 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛−𝑝} в 𝐸. Положим

𝐺 = ℒ{𝑔1, . . . , 𝑔𝑛−𝑝}.
Тогда 𝐺 — подпространство пространства 𝐸, dim𝐺 = 𝑛− 𝑝.
Линейная сумма 𝐹 и 𝐺 совпадает с 𝐸: 𝐹 +𝐺 = 𝐸, поскольку
любой вектор 𝑥 ∈ 𝐸 можно разложить по выбранному
базису:

𝑥 =

𝑝∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑓𝑘 +

𝑛−𝑝∑︁
𝑙=1

𝛽𝑙𝑔𝑙 = 𝑓 + 𝑔,

где 𝑓 =
∑︀𝑝

𝑘=1 𝛼𝑘𝑓𝑘 ∈ 𝐹 и 𝑔 =
∑︀𝑛−𝑝

𝑙=1 𝛽𝑙𝑔𝑙 ∈ 𝐺. Проверим, что
𝐹 ∩𝐺 = {0}. Действительно, в силу теоремы 3.15
dim𝐹 ∩𝐺 = dim𝐹+dim𝐺−dim(𝐹+𝐺) = 𝑝+(𝑛−𝑝)−𝑛 = 0.

Следовательно, сумма 𝐹 + 𝐺 является прямой суммой, и
𝐹 u𝐺 = 𝐸. �

Отметим, что в общем случае прямое дополнение подпро-
странства не единственно.
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Примеры.

∙ В пространстве 𝐸 = R2 рассмотрим одномерное под-
пространство (прямую)

𝐹 =

{︂
𝑓 = 𝛼

(︂
1
0

)︂}︂
, 𝛼 ∈ R.

Подпространство

𝐺 =

{︂
�⃗� = 𝛽

(︂
0
1

)︂}︂
, 𝛽 ∈ R,

является прямым дополнением подпространства 𝐹 .
Подпространство

̃︀𝐺 =

{︂
ℎ⃗ = 𝛾

(︂
1
1

)︂}︂
, 𝛾 ∈ R,

также является прямым дополнением подпространства
𝐹 . Опишите всевозможные прямые дополнения под-
пространства 𝐹 .

∙ В пространстве 𝐸 =𝑀 2 рассмотрим трехмерное под-
пространство 𝐹 матриц с нулевым следом

𝐹 =

{︂
𝑎 =

(︂
𝛼 𝛽
𝛾 −𝛼

)︂}︂
, 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R.

Проверьте, что одномерное подпространство 𝐺 матриц,
кратных единичной:

𝐺 =

{︂
𝑎 = 𝜆

(︂
1 0
0 1

)︂}︂
, 𝜆 ∈ R,

является прямым дополнением подпространства 𝐹 .
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§ 4. Линейные операторы в конечномерных
линейных пространствах

4.1. Определение линейного оператора.

Определение 4.1. Пусть 𝐸 и 𝐹 — два линейных простран-
ства над полем 𝐾. Отображение 𝐴 : 𝐸 → 𝐹 называется
линейным отображением или линейным оператором, если

𝐴(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) = 𝛼𝐴𝑥 + 𝛽𝐴𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾.

Для линейного оператора 𝐴 : 𝐸 → 𝐹 выполнены свойства:
∙ 𝐴0𝐸 = 0𝐹 .

Доказательство. Обозначим 𝑓 := 𝐴0𝐸. Напомним,
что 0 · 0𝐸 = 0𝐸, где 0 — ноль в поле 𝐾. Тогда

𝐴0𝐸 = 𝐴(0 · 0𝐸) = 0 · 𝑓 = 0𝐹 .

Мы воспользовались линейностью оператора 𝐴 и свой-
ством 0 · 𝑓 = 0𝐹 в пространстве 𝐹 . �

∙ 𝐴(−𝑥) = −𝐴𝑥 для любого 𝑥 ∈ 𝐸.

Доказательство. Вспомним свойство (−1) · 𝑥 = −𝑥 в
пространстве 𝐸. Тогда

𝐴(−𝑥) = 𝐴((−1) · 𝑥) = (−1) · 𝐴𝑥 = −𝐴𝑥.

Мы воспользовались линейностью оператора 𝐴 и свой-
ством (−1) · 𝑓 = −𝑓 в пространстве 𝐹 . �

Примеры.
∙ Рассмотрим оператор 𝐴 : 𝐸 → 𝐹 , переводящий любой

вектор в ноль:

𝐴𝑥 = 0𝐹 ∀𝑥 ∈ 𝐸.

Этот оператор называется нулевым оператором и обо-
значается 0𝐸→𝐹 .
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∙ Рассмотрим оператор 𝐴 : 𝐸 → 𝐸, переводящий любой
вектор 𝑥 в себя:

𝐴𝑥 = 𝑥, 𝑥 ∈ 𝐸.

Этот оператор называется тождественным или еди-
ничным оператором и обозначается 𝐼 = 𝐼𝐸→𝐸.

∙ Пусть 𝐸 = R𝑛, 𝐹 = R𝑚. Предположим, что задана
матрица 𝑎 ∈𝑀𝑚,𝑛 с вещественными элементами. Рас-
смотрим оператор 𝐴 : R𝑛 → R𝑚, переводящий вектор
�⃗� ∈ R𝑛 в вектор

𝐴�⃗� = 𝑎�⃗� ∈ R𝑚, �⃗� ∈ R𝑛.

∙ Пусть 𝐸 = 𝐾𝑛, 𝐹 = 𝐾1. Пусть оператор 𝐴 : 𝐾𝑛 → 𝐾1

переводит вектор �⃗� ∈ 𝐾𝑛 в сумму его координат:

�⃗� =

⎛⎝𝜉1...
𝜉𝑛

⎞⎠ ∈ 𝐾𝑛 ↦→ 𝐴�⃗� = 𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛.

∙ Пусть 𝐸 = 𝐹 = Ω𝑛. Рассмотрим оператор дифферен-
цирования 𝐷 : Ω𝑛 → Ω𝑛, сопоставляющий многочлену
𝑃 (𝑡) его производную 𝑃 ′(𝑡): 𝐷𝑃 = 𝑃 ′.

Заметим, что наряду с 𝐷 можно рассмотреть опера-
тор ̃︀𝐷 : Ω𝑛 → Ω𝑛−1, действующий на полиномы точно
так же, как 𝐷, то есть ̃︀𝐷𝑃 = 𝑃 ′. Это, однако, уже
другой оператор, поскольку он действует в другой паре
пространств.

∙ Пусть 𝐸 =𝑀𝑚,𝑛, 𝐹 =𝑀 𝑝,𝑞. Пусть заданы фиксирован-
ные матрицы 𝑏 ∈𝑀 𝑝,𝑚 и 𝑎 ∈𝑀𝑛,𝑞. Рассмотрим опера-
тор 𝐴 :𝑀𝑚,𝑛 →𝑀 𝑝,𝑞, переводящий матрицу 𝑥 ∈𝑀𝑚,𝑛

в матрицу 𝑏𝑥𝑎 ∈𝑀 𝑝,𝑞:

𝐴𝑥 = 𝑏𝑥𝑎, 𝑥 ∈𝑀𝑚,𝑛.

Подчеркнем, что по существу линейный оператор — это
тройка (пара пространств и само отображение, удовлетво-
ряющее условиям из определения 4.1).
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4.2. Линейные действия над операторами. Простран-
ство линейных операторов. Пусть 𝐸 и 𝐹 — два линейных
пространства над полем 𝐾. Обозначим через Λ(𝐸,𝐹 ) мно-
жество всех линейных операторов из 𝐸 в 𝐹 . Введем на этом
множестве действие сложения.

Определение 4.2. Пусть 𝐴,𝐵 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ). Суммой опера-
торов 𝐴 и 𝐵 называется отображение 𝐶 = 𝐴+𝐵 : 𝐸 → 𝐹 ,
действующее по правилу

𝐶𝑥 = 𝐴𝑥 +𝐵𝑥, 𝑥 ∈ 𝐸.

Проверим, что 𝐶 = 𝐴+𝐵 — линейный оператор из 𝐸 в 𝐹 .
При любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾 имеем

𝐶(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) = 𝐴(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) +𝐵(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦)

= 𝛼𝐴𝑥 + 𝛽𝐴𝑦 + 𝛼𝐵𝑥 + 𝛽𝐵𝑦

= 𝛼(𝐴𝑥 +𝐵𝑥) + 𝛽(𝐴𝑦 +𝐵𝑦) = 𝛼𝐶𝑥 + 𝛽𝐶𝑦.

Мы воспользовались определением суммы операторов, ли-
нейностью операторов 𝐴 и 𝐵, аксиомами в пространстве 𝐹
и еще раз определением суммы операторов.

Проверьте самостоятельно, что сложение операторов ком-
мутативно и ассоциативно. Это легко следует из коммута-
тивности и ассоциативности сложения в 𝐹 .

Нулевой оператор 0𝐸→𝐹 играет роль нейтрального эле-
мента по сложению на множестве Λ(𝐸,𝐹 ). Для каждого
оператора 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ) существует противоположный опе-
ратор −𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ) такой, что 𝐴 + (−𝐴) = 0𝐸→𝐹 . Он
определяется по правилу (−𝐴)𝑥 = −𝐴𝑥, 𝑥 ∈ 𝐸. Мы прихо-
дим к следующему утверждению.

Предложение 4.3. Множество Λ(𝐸,𝐹 ) образует абелеву
группу по сложению.

Введем теперь операцию умножения оператора на число.

Определение 4.4. Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ) и 𝛼 ∈ 𝐾. Произве-
дением оператора 𝐴 на число 𝛼 называется отображение



57

𝐷 = 𝛼𝐴 : 𝐸 → 𝐹 , действующее по правилу

𝐷𝑥 = 𝛼(𝐴𝑥), 𝑥 ∈ 𝐸.

Проверьте самостоятельно, что отображение 𝐷 = 𝛼𝐴 яв-
ляется линейным оператором из 𝐸 в 𝐹 .

Справедливы свойства:
1) (𝛼+ 𝛽)𝐴 = 𝛼𝐴+ 𝛽𝐴 при любых 𝐴 ∈ Λ(𝐸, 𝐹 ), 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾;
2) 𝛼(𝐴+𝐵) = 𝛼𝐴+𝛼𝐵 при любых 𝐴,𝐵 ∈ Λ(𝐸, 𝐹 ), 𝛼 ∈ 𝐾;
3) 𝛼(𝛽𝐴) = (𝛼𝛽)𝐴 при любых 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ), 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾;
4) 1 · 𝐴 = 𝐴 при любом 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ).
Для примера проверим свойство 2: при любом 𝑥 ∈ 𝐸

выполнено

(𝛼(𝐴 +𝐵))𝑥 = 𝛼(𝐴𝑥 +𝐵𝑥) = 𝛼𝐴𝑥 + 𝛼𝐵𝑥 = (𝛼𝐴 + 𝛼𝐵)𝑥.

Мы воспользовались определением сложения операторов и
умножения оператора на число, аксиомой 2 в пространстве
𝐹 и снова определением операций над операторами.

Проверьте самостоятельно оставшиеся три свойства. Мы
приходим к следующему результату.

Теорема 4.5. Множество Λ(𝐸,𝐹 ) образует линейное про-
странство над полем 𝐾.

4.3. Композиция операторов, ее свойства.

Определение 4.6. Пусть 𝐸,𝐹,𝐺 — три линейных про-
странства над полем 𝐾. Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ), 𝐵 ∈ Λ(𝐹,𝐺).
Композицией операторов 𝐵 и 𝐴 (или произведением 𝐵 и 𝐴)
называется отображение 𝑍 = 𝐵𝐴 : 𝐸 → 𝐺, действующее
по правилу

𝑍𝑥 = 𝐵(𝐴𝑥), 𝑥 ∈ 𝐸.

Проверим, что 𝑍 = 𝐵𝐴 — линейный оператор из 𝐸 в 𝐺:
𝑍(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) = 𝐵(𝐴(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦)) = 𝐵(𝛼𝐴𝑥 + 𝛽𝐴𝑦) =

= 𝛼𝐵(𝐴𝑥) + 𝛽𝐵(𝐴𝑦) = 𝛼𝑍𝑥 + 𝛽𝑍𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾.
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Мы воспользовались определением композиции операто-
ров, линейностью операторов 𝐴 и 𝐵 и снова определением
композиции.
Свойства композиции:
∙ Дистрибутивность:

𝐵(𝐴1+𝐴2) = 𝐵𝐴1 +𝐵𝐴2 ∀𝐴1, 𝐴2 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ), ∀𝐵 ∈ Λ(𝐹,𝐺);

(𝐵1+𝐵2)𝐴 = 𝐵1𝐴 +𝐵2𝐴 ∀𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ), ∀𝐵1, 𝐵2 ∈ Λ(𝐹,𝐺).

Доказательство. Для примера докажем первое соот-
ношение:
(𝐵(𝐴1 + 𝐴2))𝑥 = 𝐵((𝐴1 + 𝐴2)𝑥) = 𝐵(𝐴1𝑥 + 𝐴2𝑥) =

= 𝐵(𝐴1𝑥) +𝐵(𝐴2𝑥) = (𝐵𝐴1)𝑥 + (𝐵𝐴2)𝑥 =

= (𝐵𝐴1 +𝐵𝐴2)𝑥, 𝑥 ∈ 𝐸.

Мы воспользовались определением композиции опера-
торов, затем определением суммы операторов, линей-
ностью оператора 𝐵 и снова определением композиции
и суммы операторов. �

∙ Ассоциативность числового сомножителя:
𝐵(𝛼𝐴) = 𝛼(𝐵𝐴) ∀𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ), ∀𝐵 ∈ Λ(𝐹,𝐺), ∀𝛼 ∈ 𝐾;

(𝛼𝐵)𝐴 = 𝛼(𝐵𝐴) ∀𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ), ∀𝐵 ∈ Λ(𝐹,𝐺).

Проверьте самостоятельно.
∙ Ассоциативность произведения операторов: пусть 𝐸, 𝐹,
𝐺,𝐻 — линейные пространства над полем 𝐾. Тогда
для любых операторов 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ), 𝐵 ∈ Λ(𝐹,𝐺),
𝐶 ∈ Λ(𝐺,𝐻) выполнено

𝐶(𝐵𝐴) = (𝐶𝐵)𝐴.

Проверьте самостоятельно.
Рассмотрим случай 𝐹 = 𝐸. На множестве Λ(𝐸,𝐸) заданы

две бинарных операции — сложение и умножение (компо-
зиция). Мы знаем, что Λ(𝐸,𝐸) образует абелеву группу по



59

сложению и выполнен закон дистрибутивности. Мы прихо-
дим к следующему результату.

Теорема 4.7. Пусть 𝐸 — линейное пространство над по-
лем 𝐾. Множество Λ(𝐸,𝐸) с операциями сложения и
умножения образует кольцо.

Ясно, что Λ(𝐸,𝐸) — кольцо с единицей. Роль единицы
играет тождественный оператор 𝐼 = 𝐼𝐸→𝐸. В общем слу-
чае это кольцо некоммутативное. (Исключением является
случай одномерного 𝐸.)

§ 5. Матричное изображение
линейных операторов

5.1. Изображающие матрицы. Пусть 𝐸, 𝐹 — два конеч-
номерных линейных пространства над полем 𝐾, dim𝐸 = 𝑛,
dim𝐹 = 𝑚. Выберем базис e = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} в пространстве
𝐸 и базис f = {𝑓1, . . . , 𝑓𝑚} в пространстве 𝐹 . Рассмотрим
изоморфизм 𝐽e : 𝐸 → 𝐾𝑛, определенный по правилу

𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘𝑒𝑘 ∈ 𝐸 ↦→ 𝐽e𝑥 = �⃗� =

⎛⎝𝜉1...
𝜉𝑛

⎞⎠ ∈ 𝐾𝑛.

Аналогично рассмотрим изоморфизм 𝐽f : 𝐹 → 𝐾𝑚, опреде-
ленный по правилу

𝑦 =

𝑚∑︁
𝑙=1

𝜂𝑙𝑓𝑙 ∈ 𝐹 ↦→ 𝐽f𝑦 = �⃗� =

⎛⎝𝜂1
...
𝜂𝑚

⎞⎠ ∈ 𝐾𝑚.

Пусть задан оператор 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ). Наша цель — описать
действие оператора 𝐴 через связь между координатами
вектора 𝑥 ∈ 𝐸 и вектора 𝑦 = 𝐴𝑥 ∈ 𝐹 . Применим оператор
𝐴 к вектору 𝑒𝑘 ∈ 𝐸 и разложим вектор 𝐴𝑒𝑘 ∈ 𝐹 по базису f :

𝐴𝑒𝑘 =
𝑚∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙𝑘𝑓𝑙, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (5.1)
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Составим матрицу 𝑎 ∈𝑀𝑚,𝑛:

𝑎 =

⎛⎜⎜⎝
𝛼1
1 𝛼1

2 . . . 𝛼1
𝑛

𝛼2
1 𝛼2

2 . . . 𝛼2
𝑛

. . . . . . . . . . . .
𝛼𝑚1 𝛼𝑚2 . . . 𝛼𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎠ . (5.2)

Определение 5.1. Пусть 𝐸, 𝐹 — два конечномерных ли-
нейных пространства над полем 𝐾, dim𝐸 = 𝑛, dim𝐹 = 𝑚.
Пусть e = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} — базис в пространстве 𝐸 и f =
{𝑓1, . . . , 𝑓𝑚} — базис в пространстве 𝐹 . Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸, 𝐹 ).
Матрица 𝑎 ∈𝑀𝑚,𝑛 вида (5.2), элементы которой опреде-
ляются разложениями (5.1), называется изображающей
матрицей оператора 𝐴 в паре базисов e, f .

Опишем теперь, как действует оператор 𝐴 на произволь-
ный вектор 𝑥 ∈ 𝐸. Разложим 𝑥 по базису e: 𝑥 =

∑︀𝑛
𝑘=1 𝜉

𝑘𝑒𝑘.
Используя (5.1), получаем:

𝑦 = 𝐴𝑥 = 𝐴
(︁ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘𝑒𝑘

)︁
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘𝐴𝑒𝑘 =

=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘
(︁ 𝑚∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙𝑘𝑓𝑙

)︁
=

𝑚∑︁
𝑙=1

(︁ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝛼𝑙𝑘𝜉
𝑘
)︁
𝑓𝑙 =

𝑚∑︁
𝑙=1

𝜂𝑙𝑓𝑙,

где

𝜂𝑙 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝛼𝑙𝑘𝜉
𝑘, 𝑙 = 1, . . . ,𝑚. (5.3)

В матричном виде формулы (5.3) записываются в виде

�⃗� = 𝑎�⃗�. (5.4)

Таким образом, равенство 𝑦 = 𝐴𝑥 перешло в �⃗� = 𝑎�⃗�.
Рассмотрим оператор ̂︀𝑎 : 𝐾𝑛 → 𝐾𝑚 — оператор умножения

на матрицу 𝑎. Поскольку �⃗� = 𝐽e𝑥, �⃗� = 𝐽f𝑦 и 𝑦 = 𝐴𝑥,
равенство (5.4) принимает вид

𝐽f𝐴𝑥 = ̂︀𝑎𝐽e𝑥 ∀𝑥 ∈ 𝐸 ⇔ 𝐽f𝐴 = ̂︀𝑎𝐽e.
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Таким образом,

𝐴 = 𝐽−1
f ̂︀𝑎𝐽e. (5.5)

Полученный результат можно наглядно изобразить следую-
щей коммутативной диаграммой:

𝐸
𝐴→ 𝐹

𝐽e ↓↑ 𝐽−1
e 𝐽−1

f ↑↓ 𝐽f
𝐾𝑛 ̂︀𝑎→ 𝐾𝑚

Если базисы фиксировать, то получается взаимно-однознач-
ное соответствие между операторами и их изображающими
матрицами.

Теорема 5.2. Пусть 𝐸, 𝐹 — два конечномерных линейных
пространства над полем 𝐾, dim𝐸 = 𝑛, dim𝐹 = 𝑚. То-
гда пространство линейных операторов Λ(𝐸, 𝐹 ) изоморфно
пространству 𝑀𝑚,𝑛 матриц с элементами из поля 𝐾.

Доказательство. Фиксируем базис e в пространстве 𝐸 и
базис f в пространстве 𝐹 . Рассмотрим отображение

Φ : Λ(𝐸,𝐹 ) →𝑀𝑚,𝑛,

сопоставляющее оператору 𝐴 его изображающую матрицу 𝑎
в паре базисов e, f : Φ𝐴 = 𝑎. Мы уже проверили, что это
отображение взаимно-однозначное: оператор 𝐴 восстанав-
ливается по матрице 𝑎 с помощью равенства (5.5).

Проверим, что отображение Φ — линейное. Пусть 𝐴,𝐵 ∈
Λ(𝐸,𝐹 ). Пусть 𝑎 = {𝛼𝑙𝑘}, 𝑏 = {𝛽𝑙𝑘} — их изображающие
матрицы в паре базисов e, f . По определению изображающих
матриц это означает, что

𝐴𝑒𝑘 =
𝑚∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙𝑘𝑓𝑙, 𝐵𝑒𝑘 =

𝑚∑︁
𝑙=1

𝛽𝑙𝑘𝑓𝑙, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.
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Пусть 𝛾, 𝜆 ∈ 𝐾. Тогда

(𝛾𝐴 + 𝜆𝐵)𝑒𝑘 = 𝛾𝐴𝑒𝑘 + 𝜆𝐵𝑒𝑘 =

= 𝛾
(︁ 𝑚∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙𝑘𝑓𝑙

)︁
+ 𝜆

(︁ 𝑚∑︁
𝑙=1

𝛽𝑙𝑘𝑓𝑙

)︁
=

𝑚∑︁
𝑙=1

(𝛾𝛼𝑙𝑘 + 𝜆𝛽𝑙𝑘)𝑓𝑙,

𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Следовательно, изображающая матрица опера-
тора 𝛾𝐴+𝜆𝐵 в паре базисов e, f — это матрица с элементами
𝛾𝛼𝑙𝑘+𝜆𝛽

𝑙
𝑘, то есть матрица 𝛾𝑎+𝜆𝑏. Мы убедились, что отоб-

ражение Φ линейное. �

Поскольку размерности изоморфных пространств совпа-
дают и dim𝑀𝑚,𝑛 = 𝑚𝑛, мы приходим к следствию.

Следствие 5.3. Размерность пространства Λ(𝐸,𝐹 ) равна
произведению размерностей пространств 𝐸 и 𝐹 :

dimΛ(𝐸,𝐹 ) = dim𝐸 · dim𝐹.

5.2. Изображающая матрица композиции операто-
ров.

Теорема 5.4. Пусть𝐸, 𝐹,𝐺—конечномерные линейные про-
странства над полем 𝐾, dim𝐸 = 𝑛, dim𝐹 = 𝑚, dim𝐺 = 𝑝.
Пусть e = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} — базис в 𝐸, f = {𝑓1, . . . , 𝑓𝑚} —
базис в 𝐹 , g = {𝑔1, . . . , 𝑔𝑝} — базис в 𝐺. Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸, 𝐹 )
и 𝑎 ∈𝑀𝑚,𝑛 — изображающая матрица оператора 𝐴 в паре
базисов e, f . Пусть 𝐵 ∈ Λ(𝐹,𝐺) и 𝑏 ∈ 𝑀 𝑝,𝑚 — изобра-
жающая матрица оператора 𝐵 в паре базисов f , g. Тогда
изображающей матрицей композиции 𝐵𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐺) в паре
базисов e, g является произведение матриц 𝑏𝑎 ∈𝑀 𝑝,𝑛.
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Доказательство. По определению изображающих матриц
𝑎 = {𝛼𝑙𝑘}, 𝑏 = {𝛽𝑗𝑙 } имеем:

𝐴𝑒𝑘 =
𝑚∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙𝑘𝑓𝑙, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛;

𝐵𝑓𝑙 =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝑙 𝑔𝑗, 𝑙 = 1, . . . ,𝑚.

Следовательно,

𝐵𝐴𝑒𝑘 = 𝐵
(︁ 𝑚∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙𝑘𝑓𝑙

)︁
=

𝑚∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙𝑘𝐵𝑓𝑙 =

=

𝑚∑︁
𝑙=1

𝛼𝑙𝑘

(︁ 𝑝∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝑙 𝑔𝑗

)︁
=

𝑝∑︁
𝑗=1

(︁ 𝑚∑︁
𝑙=1

𝛽𝑗𝑙 𝛼
𝑙
𝑘

)︁
𝑔𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Таким образом,

𝐵𝐴𝑒𝑘 =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗𝑘𝑔𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛;

𝛾𝑗𝑘 =

𝑚∑︁
𝑙=1

𝛽𝑗𝑙 𝛼
𝑙
𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.

Это означает, что изображающей матрицей оператора 𝐵𝐴 в
паре базисов e, g является матрица с элементами 𝛾𝑗𝑘 — это
матрица 𝑏𝑎. �

Теорема 5.5. Пусть 𝐸 — 𝑛-мерное линейное пространство
над полем 𝐾. Кольцо Λ(𝐸,𝐸) линейных операторов в 𝐸
изоморфно кольцу 𝑀𝑛 квадратных матриц с элементами
из поля 𝐾.

Доказательство. Фиксируем базис e = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} в 𝐸.
Рассмотрим отображение Φ : Λ(𝐸,𝐸) → 𝑀𝑛, сопоставля-
ющее оператору 𝐴 его изображающую матрицу 𝑎 в паре
базисов e, e. Это отображение взаимно-однозначное. Мы
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уже проверяли (см. доказательство теоремы 5.2), что сумме
операторов отвечает сумма их изображающих матриц. Из
теоремы 5.4 следует, что композиции операторов отвечает
произведение их изображающих матриц. Поэтому отображе-
ние Φ устанавливает изоморфизм колец Λ(𝐸,𝐸) и 𝑀𝑛. �

Примеры.
∙ Пусть 𝑛 = dim𝐸, 𝑚 = dim𝐹 . Рассмотрим нулевой

оператор 0𝐸→𝐹 . Его изображающая матрица в любой
паре базисов — это нулевая матрица класса 𝑀𝑚,𝑛.

∙ Пусть 𝑛 = dim𝐸. Пусть e — какой-либо базис в 𝐸.
Рассмотрим тождественный оператор 𝐼 : 𝐸 → 𝐸. Его
изображающая матрица в паре базисов e, e — это еди-
ничная матрица класса 𝑀𝑛.

∙ Пусть 𝐸 = Ω𝑛−1 — пространство многочленов степени
не выше 𝑛 − 1. Тогда dim𝐸 = 𝑛. Рассмотрим базис
e = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}, где

𝑒1(𝑡) = 1, 𝑒2(𝑡) = 𝑡, 𝑒3(𝑡) =
𝑡2

2
, . . . , 𝑒𝑛(𝑡) =

𝑡𝑛−1

(𝑛− 1)!
. (5.6)

Пусть 𝐷 : Ω𝑛−1 → Ω𝑛−1 — оператор дифференци-
рования, сопоставляющий многочлену 𝑃 (𝑡) его про-
изводную 𝑃 ′(𝑡): 𝐷𝑃 = 𝑃 ′. Найдем изображающую
матрицу 𝑑 ∈ 𝑀𝑛 оператора 𝐷 в паре базисов e, e.
Имеем

𝐷𝑒1 = 0; 𝐷𝑒𝑘 =
𝑑

𝑑𝑡

𝑡𝑘−1

(𝑘 − 1)!
=

𝑡𝑘−2

(𝑘 − 2)!
= 𝑒𝑘−1, 𝑘 = 2, . . . , 𝑛.

Тогда матрица 𝑑 имеет вид

𝑑 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (5.7)
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Рассмотрим оператор 𝐷2 — оператор дифференциро-
вания второго порядка: 𝐷2𝑃 = 𝑃 ′′. Имеем

𝐷2𝑒1 = 0, 𝐷2𝑒2 = 0; 𝐷2𝑒𝑘 = 𝑒𝑘−2, 𝑘 = 3, . . . , 𝑛.

Изображающая матрица 𝑑2 оператора 𝐷2 в паре бази-
сов e, e имеет вид

𝑑2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Можно рассмотреть степени 𝐷𝑘 при 𝑘 = 1, . . . , 𝑛− 1:
при повышении степени в изображающей матрице 𝑑𝑘
линия из единиц, параллельная главной диагонали,
свигается к правому верхнему углу матрицы. Для 𝐷𝑛−1

имеем:

𝐷𝑛−1𝑒𝑘 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛− 1; 𝐷𝑛−1𝑒𝑛 = 𝑒1.

Следовательно,

𝑑𝑛−1 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Наконец, 𝐷𝑛 = 0𝐸→𝐸, поскольку производная 𝑛-го
порядка от любого многочлена степени не выше 𝑛− 1
равна нулю. Соответственно, 𝑑𝑛 — нулевая матрица.

Оператор 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐸), для которого некоторая его
степень равна нулевому оператору, т. е. 𝐴𝑚 = 0𝐸→𝐸, на-
зывают нильпотентным. Аналогично матрицу 𝑎 ∈𝑀𝑛,
некоторая степень которой равна нулевой матрице, на-
зывают нильпотентной матрицей.
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Вывод: оператор дифференцирования 𝐷 в простран-
стве Ω𝑛−1 является нильпотентным оператором, а мат-
рица 𝑑 вида (5.7) — нильпотентная матрица.

§ 6. Образ и ядро линейного оператора.
Типы линейных отображений

6.1. Образ и ранг линейного оператора. Пусть 𝐸 и 𝐹 —
линейные пространства над полем 𝐾.

Определение 6.1. Образом оператора 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ) назы-
вается множество

Ran𝐴 =
{︀
𝑦 ∈ 𝐹 : существует 𝑥 ∈ 𝐸 такой, что 𝑦 = 𝐴𝑥

}︀
.

Предложение 6.2. Образ оператора 𝐴 ∈ Λ(𝐸, 𝐹 ) является
подпространством пространства 𝐹 .

Доказательство. Пусть 𝑦1, 𝑦2 ∈ Ran𝐴. Тогда существуют
векторы 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐸 такие, что 𝑦1 = 𝐴𝑥1, 𝑦2 = 𝐴𝑥2. Пусть
𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐾. Тогда

𝛼1𝑦1 + 𝛼2𝑦2 = 𝛼1𝐴𝑥1 + 𝛼2𝐴𝑥2 = 𝐴(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2).

Следовательно, 𝛼1𝑦1 + 𝛼2𝑦2 ∈ Ran𝐴. �

Предложение 6.3. Пусть 𝐸 — 𝑛-мерное линейное про-
странство над полем 𝐾. Пусть e = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} — базис в
𝐸. Тогда образ оператора 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ) является линейной
оболочкой множества векторов 𝐴𝑒1, . . . , 𝐴𝑒𝑛:

Ran𝐴 = ℒ({𝐴𝑒1, . . . , 𝐴𝑒𝑛}). (6.1)

Доказательство. Очевидно, 𝐴𝑒𝑘 ∈ Ran𝐴, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. По-
скольку Ran𝐴 — подпространство, то любая линейная ком-
бинация векторов 𝐴𝑒1, . . . , 𝐴𝑒𝑛 также принадлежит Ran𝐴.
То есть,

ℒ({𝐴𝑒1, . . . , 𝐴𝑒𝑛}) ⊂ Ran𝐴. (6.2)
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Обратно, пусть 𝑦 ∈ Ran𝐴. Тогда существует 𝑥 ∈ 𝐸 такой,
что 𝑦 = 𝐴𝑥. Разложим 𝑥 по базису e: 𝑥 =

∑︀𝑛
𝑘=1 𝜉

𝑘𝑒𝑘. Тогда

𝑦 = 𝐴𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘𝐴𝑒𝑘.

Следовательно, 𝑦 ∈ ℒ({𝐴𝑒1, . . . , 𝐴𝑒𝑛}). Таким образом,
Ran𝐴 ⊂ ℒ({𝐴𝑒1, . . . , 𝐴𝑒𝑛}). (6.3)

Из (6.2) и (6.3) следует (6.1). �

Определение 6.4. Рангом линейного оператора 𝐴 ∈ Λ(𝐸, 𝐹 )
называется число, равное размерности его образа:

rank𝐴 = dimRan𝐴.

Предложение 6.5. Пусть 𝐸, 𝐹 — конечномерные линейные
пространства над полем 𝐾. Пусть e = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} — базис
в 𝐸, f = {𝑓1, . . . , 𝑓𝑚} — базис в 𝐹 . Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ) и
𝑎 ∈𝑀𝑚,𝑛 — изображающая матрица оператора 𝐴 в паре
базисов e, f . Тогда ранг оператора 𝐴 совпадает с рангом
матрицы 𝑎:

rank𝐴 = rank 𝑎.

Доказательство. В силу (6.1) ранг оператора 𝐴 равен мак-
симальному числу линейно независимых векторов среди
{𝐴𝑒1, . . . , 𝐴𝑒𝑛}. По определению изображающей матрицы,
ее столбцы �⃗�𝑘 — это координаты вектора 𝐴𝑒𝑘 в базисе f , то
есть, �⃗�𝑘 = 𝐽f𝐴𝑒𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Изоморфизм 𝐽f не меняет
числа линейно независимых векторов. Поэтому число линей-
но независимых столбцов матрицы 𝑎 равно числу линейно
независимых векторов среди {𝐴𝑒1, . . . , 𝐴𝑒𝑛}. Тем самым
rank𝐴 = rank 𝑎. �

Поскольку rank 𝑎 6 min{𝑛,𝑚}, приходим к следствию.

Следствие 6.6. Для 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ) выполнено
rank𝐴 6 min{dim𝐸, dim𝐹}.
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Пример.
∙ Пусть 𝐸 = Ω𝑛−1 — пространство многочленов степени

не выше 𝑛− 1. Тогда dim𝐸 = 𝑛. Образ оператора диф-
ференцирования 𝐷 : Ω𝑛−1 → Ω𝑛−1, сопоставляющего
многочлену его производную 𝐷𝑃 = 𝑃 ′, равен Ω𝑛−2:

Ran𝐷 = Ω𝑛−2.

Действительно, производная от многочлена степени не
выше 𝑛− 1 есть многочлен степени не выше 𝑛− 2. С
другой стороны, по любому многочлену 𝑄 ∈ Ω𝑛−2 с по-
мощью интегрирования можно восстановить многочлен
𝑃 ∈ Ω𝑛−1 такой, что 𝑃 ′(𝑡) = 𝑄(𝑡): 𝑃 (𝑡) =

∫︀ 𝑡
0 𝑄(𝜏 ) 𝑑𝜏 .

Имеем rank𝐷 = 𝑛− 1. Рассмотрим базис (5.6) в Ω𝑛−1.
В паре базисов e, e изображающая матрица 𝑑 ∈ 𝑀𝑛

оператора 𝐷 имеет вид (5.7). Очевидно, rank 𝑑 = 𝑛− 1.

Предложение 6.7. Пусть 𝐸, 𝐹, ̃︀𝐸, ̃︀𝐹 — конечномерные ли-
нейные пространства над полем 𝐾.
1∘. Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸, 𝐹 ) и пусть 𝐽1 : ̃︀𝐸 → 𝐸 — изоморфизм.
Пусть 𝐵 = 𝐴𝐽1 ∈ Λ( ̃︀𝐸,𝐹 ). Тогда rank𝐵 = rank𝐴.
2∘. Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸, 𝐹 ) и пусть 𝐽2 : 𝐹 → ̃︀𝐹 — изоморфизм.
Пусть 𝐶 = 𝐽2𝐴 ∈ Λ(𝐸, ̃︀𝐹 ). Тогда rank𝐶 = rank𝐴.

Доказательство. 1∘. Выберем базис ̃︀e = {̃︀𝑒1, . . . , ̃︀𝑒𝑛} в ̃︀𝐸.
Обозначим 𝑒𝑘 = 𝐽1̃︀𝑒𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Тогда по свойству изо-
морфизма e = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} — базис в 𝐸. Имеем:

𝐵̃︀𝑒𝑘 = 𝐴𝐽1̃︀𝑒𝑘 = 𝐴𝑒𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Следовательно, в силу предложения 6.3

Ran𝐵 = ℒ({𝐵̃︀𝑒1, . . . , 𝐵̃︀𝑒𝑛}) = ℒ({𝐴𝑒1, . . . , 𝐴𝑒𝑛}) = Ran𝐴.

Отсюда следует, что rank𝐵 = rank𝐴.
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2∘. Выберем базис e = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} в 𝐸. В силу предложе-
ния 6.3

Ran𝐴 = ℒ({𝐴𝑒1, . . . , 𝐴𝑒𝑛}),
Ran𝐶 = ℒ({𝐽2𝐴𝑒1, . . . , 𝐽2𝐴𝑒𝑛}).

По свойству изоморфизма число линейно независимых век-
торов среди 𝐽2𝐴𝑒1, . . . , 𝐽2𝐴𝑒𝑛 равно числу линейно неза-
висимых векторов среди 𝐴𝑒1, . . . , 𝐴𝑒𝑛. Поэтому rank𝐶 =
rank𝐴. �

6.2. Ядро линейного оператора.

Определение 6.8. Ядром оператора 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ) называ-
ется множество

Ker𝐴 = {𝑧 ∈ 𝐸 : 𝐴𝑧 = 0𝐹}.

Предложение 6.9. Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ). Ядро Ker𝐴 явля-
ется подпространством пространства 𝐸.

Доказательство. Пусть 𝑧1, 𝑧2 ∈ Ker𝐴. Это означает, что
𝐴𝑧1 = 0𝐹 , 𝐴𝑧2 = 0𝐹 . Пусть 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐾. Тогда

𝐴(𝛼1𝑧1 + 𝛼2𝑧2) = 𝛼1𝐴𝑧1 + 𝛼2𝐴𝑧2 = 0𝐹 .

Следовательно, 𝛼1𝑧1 + 𝛼2𝑧2 ∈ Ker𝐴. �

Теорема 6.10. Пусть 𝐸,𝐹 — конечномерные линейные
пространства над полем 𝐾. Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ). Тогда

dimKer𝐴 + rank𝐴 = dim𝐸. (6.4)

Доказательство. Обозначим dim𝐸 = 𝑛 и dim𝐹 = 𝑚. Вы-
берем базисы e = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} в 𝐸 и f = {𝑓1, . . . , 𝑓𝑚} в 𝐹 .
Рассмотрим изоморфизмы 𝐽e : 𝐸 → 𝐾𝑛 и 𝐽f : 𝐹 → 𝐾𝑚;
см. пункт 5.1. Пусть 𝑎 ∈ 𝑀𝑚,𝑛 — изображающая матрица
оператора 𝐴 в паре базисов e, f . Тогда

𝐴 = 𝐽−1
f ̂︀𝑎𝐽e,

где ̂︀𝑎 : 𝐾𝑛 → 𝐾𝑚 — оператор умножения на матрицу 𝑎.
Обозначим 𝑟 = rank𝐴. В силу предложения 6.5 𝑟 = rank 𝑎.
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Убедимся теперь, что

Ker𝐴 = 𝐽−1
e Ker̂︀𝑎 = {𝑧 ∈ 𝐸 : �⃗� = 𝐽e𝑧 ∈ Ker̂︀𝑎}.

Имеем:

𝑧 ∈ Ker𝐴 ⇔ 𝐴𝑧 = 0𝐹 ⇔ 𝐽−1
f ̂︀𝑎𝐽e𝑧 = 0𝐹

⇔ ̂︀𝑎�⃗� = 0𝐾𝑚 ⇔ �⃗� ∈ Ker̂︀𝑎.
Изоморфизм не меняет размерности, поэтому

dimKer𝐴 = dimKer̂︀𝑎. (6.5)

Ядро Ker̂︀𝑎 — это пространство решений однородной систе-
мы линейных алгебраических уравнений 𝑎�⃗� = 0. Из тео-
рии систем линейных алгебраических уравнений мы знаем,
что количество линейно независимых решений равно 𝑛− 𝑟;
см. гл. 2, §3 в пособии [2] (там рассматривались системы
с комплексными коэффициентами, т. е. случай 𝐾 = C, но
аналогичные рассуждения проходят и в случае систем ли-
нейных алгебраических уравнений с коэффициентами из
любого поля 𝐾). Следовательно,

dimKer̂︀𝑎 = 𝑛− 𝑟.

Отсюда с учетом равенства 𝑟 = rank𝐴 = rank 𝑎 и (6.5),
получаем (6.4). �

Пример.
∙ Пусть 𝐸 = Ω𝑛−1 — пространство многочленов степе-

ни не выше 𝑛 − 1. Тогда dim𝐸 = 𝑛. Ядро оператора
𝐷 : Ω𝑛−1 → Ω𝑛−1, сопоставляющего многочлену его
производную 𝐷𝑃 = 𝑃 ′, состоит из постоянных функ-
ций (то есть многочленов степени 0):

Ker𝐷 = Ω0.

Поэтому dimKer𝐷 = 1. Вспомним, что rank𝐷 = 𝑛− 1.
В сумме получаем 𝑛.
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6.3. Обратный оператор. Типы линейных отображе-
ний. Пусть 𝐸,𝐹 — конечномерные линейные пространства
над полем 𝐾. Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ). Рассмотрим уравнение

𝐴𝑥 = 𝑓, (6.6)

где вектор 𝑓 ∈ 𝐹 задан, а 𝑥 ∈ 𝐸 — неизвестное.
Обсудим вопросы о существовании и единственности реше-

ния уравнения (6.6). Из определений образа и ранга опера-
тора 𝐴 прямо вытекают ответы на вопросы о существовании
решения.

1. При данном 𝑓 ∈ 𝐹 решение существует тогда и только
тогда, когда 𝑓 ∈ Ran𝐴.

2. Решение существует при любом 𝑓 ∈ 𝐹 тогда и толь-
ко тогда, когда Ran𝐴 = 𝐹 , что равносильно равенству
rank𝐴 = dim𝐹 .

За вопрос о единственности ответственно ядро оператора.

Предложение 6.11. Имеет место единственность реше-
ния (то есть: если при каком-либо 𝑓 ∈ 𝐹 решение суще-
ствует, то оно единственно) тогда и только тогда, когда
Ker𝐴 = {0𝐸}.

Доказательство. Необходимость. Дано: имеет место един-
ственность.

Мы знаем, что уравнение 𝐴𝑧 = 0𝐹 заведомо имеет триви-
альное решение 𝑧 = 0𝐸. Это решение единственно. Следова-
тельно, Ker𝐴 = {0𝐸}.

Достаточность. Дано: Ker𝐴 = {0𝐸}.
Пусть для какого-либо 𝑓 ∈ 𝐹 существуют решения 𝑥1 ∈ 𝐸

и 𝑥2 ∈ 𝐸. То есть выполнены равенства 𝐴𝑥1 = 𝑓 , 𝐴𝑥2 = 𝑓 .
Следовательно, 𝐴𝑥1 = 𝐴𝑥2, а тогда 𝐴(𝑥1 − 𝑥2) = 0𝐹 . Это
означает, что 𝑥1 − 𝑥2 ∈ Ker𝐴. Поскольку Ker𝐴 = {0𝐸}, то
𝑥1 = 𝑥2. �
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Определение 6.12. Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ). Оператор 𝐵 ∈
Λ(𝐹,𝐸) называется левым обратным к оператору 𝐴, если
𝐵𝐴 = 𝐼𝐸→𝐸.

Определение 6.13. Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ). Оператор 𝐶 ∈
Λ(𝐹,𝐸) называется правым обратным к оператору 𝐴, если
𝐴𝐶 = 𝐼𝐹→𝐹 .

Определение 6.14. Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ). Оператор 𝐷 ∈
Λ(𝐹,𝐸) называется обратным к оператору 𝐴, если он од-
новременно является левым и правым обратным к 𝐴, то
есть 𝐵𝐴 = 𝐼𝐸→𝐸 и 𝐴𝐶 = 𝐼𝐹→𝐹 .

Предложение 6.15. 1∘. Если у оператора 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 )
существует левый обратный оператор 𝐵 ∈ Λ(𝐹,𝐸), то
Ker𝐴 = {0𝐸}, что равносильно rank𝐴 = dim𝐸.
2∘. Если у оператора 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ) существует правый
обратный оператор 𝐶 ∈ Λ(𝐹,𝐸), то Ran𝐴 = 𝐹 , что рав-
носильно rank𝐴 = dim𝐹 .

Доказательство. 1∘. Дано: существует левый обратный опе-
ратор 𝐵 ∈ Λ(𝐹,𝐸) такой, что 𝐵𝐴 = 𝐼𝐸→𝐸.

Пусть 𝑧 ∈ Ker𝐴, то есть, 𝐴𝑧 = 0𝐹 . С учетом 𝐵𝐴 = 𝐼𝐸→𝐸

получаем
𝑧 = 𝐵𝐴𝑧 = 𝐵0𝐹 = 0𝐸.

Следовательно, Ker𝐴 = {0𝐸}.
Равносильность условий Ker𝐴 = {0𝐸} и rank𝐴 = dim𝐸

следует из тождества (6.4):

Ker𝐴 = {0𝐸} ⇔ dimKer𝐴 = 0 ⇔ rank𝐴 = dim𝐸.

2∘. Дано: существует правый обратный оператор 𝐶 ∈
Λ(𝐹,𝐸) такой, что 𝐴𝐶 = 𝐼𝐹→𝐹 .

Тогда для любого 𝑓 ∈ 𝐹 вектор 𝑥 = 𝐶𝑓 ∈ 𝐸 является ре-
шением уравнения 𝐴𝑥 = 𝑓 , так как 𝐴𝑥 = 𝐴𝐶𝑓 = 𝑓 . Следо-
вательно, Ran𝐴 = 𝐹 , что равносильно rank𝐴 = dim𝐹 . �
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Предложение 6.16. Пусть у оператора 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ) су-
ществует левый обратный оператор 𝐵 ∈ Λ(𝐹,𝐸) и су-
ществует правый обратный оператор 𝐶 ∈ Λ(𝐹,𝐸). Тогда
1) dim𝐸 = dim𝐹 и 2) 𝐵 = 𝐶.

Доказательство. В силу предложения 6.15(1∘) из существо-
вания левого обратного оператора следует, что rank𝐴 =
dim𝐸. В силу предложения 6.15(2∘) из существования пра-
вого обратного оператора следует, что rank𝐴 = dim𝐹 . Сле-
довательно, dim𝐸 = dim𝐹 .

Поскольку 𝐴𝐶 = 𝐼𝐹→𝐹 и 𝐵𝐴 = 𝐼𝐸→𝐸, имеем:
𝐵 = 𝐵(𝐴𝐶) = (𝐵𝐴)𝐶 = 𝐶.

�

Следствие 6.17. 1) Если у оператора 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ) су-
ществует левый обратный 𝐵 и существует правый об-
ратный 𝐶, то существует обратный оператор 𝐷 и он
единственен. Обратный оператор обозначается 𝐷 = 𝐴−1.

2) Для существования обратного оператора 𝐴−1 необхо-
димо, чтобы dim𝐸 = dim𝐹 .

3) Если существует 𝐴−1, то уравнение 𝐴𝑥 = 𝑓 имеет
единственное решение при любом 𝑓 ∈ 𝐹 . Это решение
дается формулой 𝑥 = 𝐴−1𝑓 .

Предложение 6.18. Пусть dim𝐸 = dim𝐹 = 𝑛. Пусть
e = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} — базис в 𝐸, f = {𝑓1, . . . , 𝑓𝑛} — базис в 𝐹 .
Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ) и 𝑎 ∈𝑀𝑛 — изображающая матрица
оператора 𝐴 в паре базисов e, f . Тогда существование об-
ратного оператора 𝐴−1 равносильно тому, что матрица 𝑎
неособая. При этом изображающей матрицей оператора
𝐴−1 в паре базисов f , e является матрица 𝑎−1.

Доказательство. Необходимость. Дано: существует 𝐴−1. В
силу предложения 6.15 имеем rank𝐴 = 𝑛. Поскольку ранг
изображающей матрицы совпадает с рангом оператора, то
rank 𝑎 = 𝑛. Это равносильно условию det 𝑎 ̸= 0.
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Достаточность. Дано: det 𝑎 ̸= 0.
Тогда существует обратная матрица 𝑎−1 ∈ 𝑀𝑛. Пусть̂︁𝑎−1 : 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛 — оператор умножения на матрицу 𝑎−1.

Рассмотрим оператор 𝐷 ∈ Λ(𝐹,𝐸), изображающая матрица
которого в паре базисов f , e есть 𝑎−1:

𝐷 = 𝐽−1
e

̂︁𝑎−1𝐽f .

Проверим, что оператор 𝐷 является обратным к 𝐴. По-
скольку 𝐴 = 𝐽−1

f ̂︀𝑎𝐽e, то

𝐷𝐴 = (𝐽−1
e

̂︁𝑎−1𝐽f)(𝐽
−1
f ̂︀𝑎𝐽e) = 𝐽−1

e
̂︁𝑎−1(𝐽f𝐽

−1
f )̂︀𝑎𝐽e

= 𝐽−1
e (̂︁𝑎−1̂︀𝑎)𝐽e = 𝐽−1

e 𝐽e = 𝐼𝐸→𝐸.

Следовательно, 𝐷 — левый обратный к оператору 𝐴. Ана-
логично проверяется, что 𝐷 — правый обратный к 𝐴. �

Теорема 6.19. Пусть 𝐸,𝐹 — конечномерные линейные
пространства над полем 𝐾, dim𝐸 = dim𝐹 = 𝑛. Пусть
𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ). Тогда следующие свойства равносильны:

1) существует левый обратный оператор 𝐵;
2) существует правый обратный оператор 𝐶;
3) существует обратный оператор 𝐴−1;
4) выполнено rank𝐴 = 𝑛;
5) выполнено Ker𝐴 = {0𝐸};
6) изображающая матрица 𝑎 оператора 𝐴 (в какой-либо

паре базисов) — неособая.

Доказательство. Из 3) следует 1) — очевидно.
Из 3) следует 2) — очевидно.
Из 1) следует 5) в силу предложения 6.15(1∘).
Из 2) следует 4) в силу предложения 6.15(2∘).
3) равносильно 6) в силу предложения 6.18.
4) равносильно 5) в силу тождества (6.4).
4) равносильно 6), поскольку 4) означает, что rank 𝑎 =

rank𝐴 = 𝑛, а это равносильно тому, что матрица 𝑎 — неосо-
бая. �
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Подытожим результаты в виде таблицы, в которой выделе-
ны типы линейных отображений, обладающих “хорошими”
свойствами.

Типы линейных отображений

𝐴𝑥 = 𝑓, 𝐴 : 𝐸 → 𝐹.
факт ∀𝑓 ∈ 𝐹 если ∃ решение, ∃ единственное

∃ решение то оно единственно решение ∀𝑓 ∈ 𝐹
критерий Ran𝐴 = 𝐹 Ker𝐴 = {0𝐸} Ran𝐴 = 𝐹 и Ker𝐴 = {0𝐸}

⇕ ⇕ ⇕
rank𝐴 = dim𝐹 rank𝐴 = dim𝐸 rank𝐴 = dim𝐸 = dim𝐹

необходимое dim𝐹 6 dim𝐸 dim𝐸 6 dim𝐹 dim𝐸 = dim𝐹
условие
термин отображение на обратимое взаимно-однозначное

отображение отображение
сюръекция инъекция биекция

эпиморфизм мономорфизм изоморфизм

В случае 𝐸 = 𝐹 изоморфизм часто называют автомор-
физмом.

Извлечем следствия.
Альтернатива Фредгольма. Пусть dim𝐸 = dim𝐹 = 𝑛.
Пусть 𝐴 ∈ Λ(𝐸,𝐹 ). Тогда имеет место альтернатива:
либо существует решение уравнения 𝐴𝑥 = 𝑓 при любом
𝑓 ∈ 𝐹 , либо существует нетривиальное решение однород-
ного уравнения 𝐴𝑧 = 0𝐹 .

Доказательство. Очевидно, имеет место альтернатива: ли-
бо rank𝐴 = 𝑛, либо rank𝐴 < 𝑛. Первое равенство равно-
сильно существованию решения при любой правой части
(см. первую колонку в таблице). Второе соотношение рав-
носильно тому, что Ker𝐴 ̸= {0𝐸} (в силу тождества (6.4)),
что в свою очередь означает существование нетривиального
решения однородного уравнения 𝐴𝑧 = 0𝐹 . �

Следствие 6.20. Пусть dim𝐸 = dim𝐹 = 𝑛. Оператор 𝐴 ∈
Λ(𝐸,𝐹 ) является изоморфизмом тогда и только тогда,
когда Ker𝐴 = {0𝐸}.
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Доказательство. Соотношение Ker𝐴 = {0𝐸} равносиль-
но тому, что rank𝐴 = 𝑛 (в силу тождества (6.4)). А это
равносильно тому, что оператор 𝐴 — изоморфизм (здесь
важно, что размерности пространств 𝐸 и 𝐹 совпадают). См.
последнюю колонку в таблице. �

Мы часто будем использовать достаточность: при условии
dim𝐸 = dim𝐹 , для того, чтобы убедиться, что некоторый
оператор 𝐴 : 𝐸 → 𝐹 является изоморфизмом, достаточно
проверить тривиальность его ядра.
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